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Colloguium "Onderwerpen uit de modeltheorie"

Spreker: B. van Rootselaar.

Ruw gezegd zijn de vragen van modeltheorie de vragen naar de sa-
nenhang tussen wiskundige systemen en hun beschrijvingen door middel
van een formule taal, i.h.b. vormen van de eerste orde predicatenreke-
ning.

De ingredienten van een dergelijke taal L zijn:
objectsymbolen (indiv.constanten) : a, b, C, .o
variabelen P Xy Y, oo
relatiesymbolen (predicaatletters): A( ), B( , )y oco

logische tekens

i

P T VA T

gquantoren : (), (E.)
en haakjes [ , |

Uitgaande van atomen, welke ontstaan door in predicaatletters object-
symbolen en/of variabelen te substitueren - b.v. Ala), B(a, x) -, bouwt
rnen formules op met de logische tekens en de quantoren (en haakjes).

Len variabele, welke in het bereilk van een quantor valt heet gebonden,

b.v. x in (x) B(a, x); wanneer dat niet zo is heet de variabele vri]

(komt de variabele vrij voor). We zijn in het bizonder geinteresseerd

in zinnﬁmlﬁdtsprakendvan L, d.Woz. in formules zonder vrije variabelen.
Naast de taal hebben we wiskundige structuren, d.w.z. verzamelingen

M met deelverzamelingen van 11, Mg, M3

s +so (relaties).

Om de uitspraken van L betekenis te geven in een structuur M legt
men verband door een 1 - 1 afbeelding van de verzameling M in de ver-
zameling der objectsymbolen van L en van de verzameling der relaties
in die van de predicaatletters van L(afb. f).

Len zin ¥ van L heet gedefinieerd in M als de in X voorkomende object-

symbolen cn predicaatletters onder f corresponderen met elementen van
M en relaties van M (orde trouw, d.w.z. B( , ) correspondeert met een

[»)
relatie B1CPfg enz. )



Hiermede zijn we er nog niet: we moeten nog afspreken wanneer een zin

X van L in M zal gelden. Dit leggen we inductief vast:

1. Is X atoom, dan geldt X in M als fX (op vanzelfsprekende wijze
gedefinieerd) in M waar is, is X b.v. B(a, b) en is fB = B1CI~12
en fa = a' en fb = b dan geldt B(a, b) in M als (a1, b1)€B1.
(Let wel B(a, x) wordt niet geinterpreteerd, want B(a, x) is geen
zin).

De geidigheid van ingewikkelder zinnen brengt men terug tot die
van eenvoudiger:

X als fX niet waar is in M.

o

ZvY als £X of fY waar is in M.

e

XaY als fX en Y waar zijn in M.
. (Ey)X(y) als er een object symbool a is zodat X(a) geldt.
« (y)X(y) als X(a) geldt voor elk objectsymbool a met fa&lM.

O U1 w1
g

M heet model van de verzameling zinnen V als M model is van elke X€V,

d.w.z. als elke X&V geldt in M.

Een centrale stelling met vele interessante toepassingen is de zo-

genaamde compactheidsstelling.

Als elke eindige deelverzameling van een verzameling K van zinnen

een model heeft, dan heeft K een model.

Verscheidene interessante kwesties zijn:

0. gevolgen voor de mathematische structuren van uitdrukbaarheid in de
eerste orde logica, i.h.b. toepassingen van de compactheidsstelling
(zie [5], hoofdstuk 2).

1. vragen naar de karakterisering van structuren door verzamelingen van
zimnen ([T]), i.h.b. de gevolgen van het bestaan van niet-bedoelde
modellen ([5],[6],[7])-

2. wat is er voor gemeenschappelijks in de modellen van een verzameling

zinnen (modeltheoretische invarianten: Kreisel, b.v. in [1] ).



3. volledige theorieen, d.w.z. verzamelingen T van zinnen, zodat voor
elke X, die geen andere ingredienten gebruikt dan T juist een van
de twee verzamelingen T\J{X} en T\Jf’X } een model heeft.

L. onafhankelijkheidsonderzoek van axioma's van de verzamelingsleer,
b.v. Cohen in [1].

5. modeltheoretische fundering van logische systemen (Beth, Kripke in

(3.

6. generalisaties van de modeltheorie (continue modeltheorie Bﬂ)a

Ik wil voorstellen om met het onder 1. genoemde onderwerp te be-
ginnen, omdat daarin een, vanuit wiskundig standpunt interessante,
ontwikkeling is ontstaan in de zogenaamde non-standaard analyse met
toepassingen op vele gebieden. We kunnen dan later zien of onze belang-

stelling ons nog tot andere onderwerpen voert.

Om een voorlopige indruk van het onderwerp te geven zal ik in het
kort schetsen waarom het gaat.

Onbedoelde modellen van axiomastelsels der rekenkunde zijn gecon-
strueerd door Skolem (zie [T]).

Hij gaat daarbij als volgt te werk. ‘
Laat N de rij der natuurlijke getallen en M = {fn(ﬁ» een rij arithmetische
functies zijn, d.w.z. fi : N > N, dan is er een monotoom stijgende functie
g ¢ W > N zodat bij elk paar (i, j) een tij is, zodat voor t > tij geldt
£, oe(t) < fj g(t) 6r £, glt) = fj g(t) &f £, g(t) > fj i(t)o

Hierdoor is het mogelijk van M een geordende rij N te maken door

de definities:

fi < fj <=> voor alle t > tij geldt fi g(t) < fj g(t)
.= 1. o .. lat £f. g(t) = 1. t
£, fJ <=> voor alle t > tlJ ge ; g(t) f g(t)
. . o .. lat f. t f. t)e
£,> fJ <=> wvoor alle t > tlJ geldt T, g(t) > ; g(t)

Door de elementen van N te identificeren met de constante functies ver-

krijgt men HCN%o Verder is 1 < f voor alle ren’ en elke fEI heeft



een opvolger £ + 1, Dus is N een beginsegment van ﬁ&. De identiteits-
functie 1s als element van I’I* groter dan elke nell en dus is I een echt
beginsegment van N,

Om nu een model van de rekenkunde te krijgen moeten ook de arithmetische

k * .
-~ II . Hiertoe moet men

L

functies Nk - I getransponeerd worden tot N

verlangen, dat de rij ! afgesloten is t.o.v. samenstellen van functies.
% ¥ Lo

Zij nu F Nk + N dan definieert men F : N ko, N door

3

F (\f1, coos fn)(t) = F(f'l(t), coes fn(t))o

Als voorbeelden noemen we de som van twee functies door (f + g)(t) =
= £(t) + g(t), het product (f.g)(t) = £(t).g(t).

Door een geschikte rij M te kiezen kan Skolem nu bewijzen dat alle zin-
nen, opgebouwd uit atomen welke vergelijkingen of ongelijkheden tussen
arithmetische functies zijn, die waar zijn in N ook waar zijn in w.

Daar H en I niet isomorf zijn kan hieruit geconcludeerd worden,
dat een aftelbaar le orde axioma stelsel de rij der natuurlijke getallen
niet karakteriseert, zie verder [7].

Onbedoelde modellen van de analyse kan men construeren met behulp van
de ultramacht ReN(=Re*) van de verzameling Re der re¥le getallen; zieDﬂ,[é]

Elementen van Re* worden de functies f : N -)Re.

Zij D een ultrafilter in li, d.w.z., een klasse van deelverzamelingen van
N, zodat

1. ¢&D

2. A, BeD > ANBeD

3. A€D en ACBCHN » BE€D

L, ACH > A€D of I - A€ED

De relaties R op Re - dus i.h.b. de functies Re” > Re - worden nu als

volgt op Re ™ uitgebreid tot relaties R

(£5 oeos fm)eR* <= {n; (£,(n), ..., £_(n))E€R}€D.



Voorbeelden:
. .. »*
1. £ =g (eigenlijk £ = g).
f =g <> {n ; £(n) = g(n)} €D,
- * - - - -
= 1s op Re een equivalentie. We laten zien dat uit f = g en g = h volgt

f = h. Nol. we zien uit de veronderstelling met 2 en 3 van de ultra-
filter definitie:

{n ; f(n) = h(n)}D{n ; f(n) = g(n)}ﬂ{n ; gln) = h(n)}eD, dus £ = h.

Opmerking: Luxemburg werkt met de equivalentieklassen [f] = {g i g = T}
als elementen van het model, Robinson met de functies zelf.
2. Optelling: £ + g = h <=> {n ; f(n) + g(n) = h(n)}€D.
3. Inverseo
£f=0<>{n; f(n) =0}€D, dus £ £ 0 <= {n ; f(n) = 0}& D, dan is
volgens 4 van de definitie van ultrafilter dus {n s £(n) # 0}6 D.
Voor g met g(n) = :f‘(n)'"1 als f(n) £ 0 en g(n) = 1 als f(n) = 0 geldt
fg = 1, daar

{n ; T(n) gln) = 1} = {n 3 £(n) +O}€Do
4, Ordening.

f<g<>{n; f(n) < gln)leD.
Hierdoor wordt Re een geordend lichaam (zie [4]).
N0 = ¢ dan is Re  niet isomorf met Re, dan is n.l. Re” niet archimedisch
geordend (in de vstrikte zin dat er niet bij elke £ > O en g > 0 in Re
een n€ll bestaat met nf > g)o

Zij namelijk fE€Re gedefinieerd door f(n) = n en stel £ <m (EN),
dan {1, ..., m-1}€D waaruit volgt ND ¥ ¢, dus er is geen m met £ < m,

d.w.z. voor alle m&€ll is £ > m, dus ook f > m.

Er geldt I c Re~ , NCI en RecRe (echt).

Alle eerste orde zinnen, die in Re gelden,gelden ook in Re .

Men heeft in I oneindig grote getallen en in Re* zowel oneindig grote
als oneindig kleine getallen. Deze zijn toepasbaar in de analyse en recht-

vaardigen interpretaties en karakterisering als:



1, De rij {Sn} in Re is Jjuist dan begrensd (in Re) als de elementen
van‘{Sn} in Re alle eindig zijny doWsZo in Re zijn. Bedenk hierbi]
ast {s_} in 2¢™ een functie § : I > Re ise
2. SERe is liniet van {Sn} in Re juist dan als in Re  geldt |Sn - 8|
oneindig klein voor alle oneindige n (d.woz. in N - ).

Men kan eenvoudige bewijzen leveren van pekende stellingen der
analyse (Bolzano - Weierstress) maar ook interessante karakteriseringen
in de topologie (Robinson), en nieuwe resultaten verkrijgen, b.v. in

de theorie der lineaire operatoren (zie [6]).

In concreto stel ik voor om uit [6] te bespreken de hoofdstukken
(of gedeelten daarvan):

II. (logica)

IIT. (elementaire analyse)

IV, (topologie)

vII. (lineaire ruimten).
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Colloguium "Onderwerpen uit de Modeltheorie"

Spreker: B. van Rootselaar.

We zullen nu voorbereidingen treffen om de compactheldsstelling
(zie p.2) te bewijzen. Ter vereenvoudiging veronderstellen we hierbij,
dat - en = niet in de taal L voorkomen (hierdoor verliezen we niets).

Het bewijs zal geschieden door de constructie van een model van K
in de vorm van een ultraproduct voor een verzameling zinnen 1n prenexe

normaalvorm, d.w.z. van de gedaante

(Q1x]) cee (ann)A(x1, cees xn)

waarbij Qi quantoren zijn en A geen quantoren bevat.

Het bewijs is dan algemeen, omdat bij elke zin X een daarmede
equivalente zin X' bestaat, in prenexe normaalvorm, d.wWw.z. een
prenexe X' met dezelfde constanten en relatiesymbolen als X met de

eigenschap dat X' Juist dan geldt in een structuur als X daarin geldt.

We geven nu eerst de algemene definitie van het ultraproduct (1),
dan een schets van de reductie op prenexe normaalvorm (2) en daarna

het bewljs van de compactheidsstelling (3).

1. Twee structuren heten gelijksoortig als al hun relaties interpre-
taties zijn van dezelfde verzameling van relatiesymbolen.

Het ultraproduct QD van een klasse Q = {Mv;-vefl} van gelijksoortige
structuren M wordt als volgt gedefiniéerd.

DcP(I) is een ultrafilter, d.w.z. voor D gelden de eigenschappen:

UW(D) : ¢ % Dy UQ(D) : Als A,BeD dan AnB =D;

U3(D) : Als A=D en A ~B, dan B eD; Uh(D) : Voor elke AeP(I)

geldt A<D of A'<D.

De elementen van QD zijn de functies
f: I »uQ

zodat f(\))EM\) voor alle vel.



Bij elk relatie-symbool R, dat in alle Mv geinterpreteerd is

behoort een relatie R gedefiniéerd door

(£, «++s £ )R «rlvy (£,(v)5 vees fn(v))aR}eD.

N.B. In (fj(v), e, fn(v))e;R staat R voor de interpretatie van het

relatiesymbool R in M .

2. Een met X equivalente X' verkrijgt men door de vervanging van
deelformules van X van de vorm

™Y vZ) door 7Y AZ

T(YAZ) door 7YV'Z

(Ey)Z door (y)72

Ny)z door (Ey)7Z

wat resulteert in een met X equivalente formule X, waarin toepassing
van 7 voorafgaat aan die vanVv, A, (E.), (.), en vervanging in X,1 van

deelformules van de vorm
((Ey)z)vY door (Eu)(z'vyY),

waar U niet in de eerste formule voorkomt en Z' ult Z ontstaat, door
y te vervangen door u. Analoge vervanging van A i.p.v. A en (.) i.p.v.
(E.) levert dan een equivalente X' in prenexe normaalvorm.

Voorbeeld:

X = 7(Ey)R(a,y) v "((y)(Qly) v (Ez)s(y,z)))

(eerste stap: 7 naar binnen)

X, = (y)'R(a,y) v (Ey)(PQy)A(z)'s(y,2))

(tweede stap: quantoren naar buiten)

I

X, (w) ("R(a,u) V (Ey)(Qly) a(z)7 8(y,z)))

X22

%53

X' = (u)(Ev)(x)("R(a,u) V (7Q(v) A 78(v,x)))

(W) (Ev)(R(a,u) v (TQ(v) A (2)78(v,z)))

(u)(Ev)( R(a,u) v (w)(7Q(v) ATS(v,w)))
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Opm.: Voor volledig bewijs zie b.v.
D. Hilbert, W. Ackermann: Grundziige der theoretischen Logik.

A.H. Lightstone: The axiomatic method.

Zinnen in prenexe normaalvorm interpreteren we' in structuren door
toevoeging van functiesymbolen (Skolem .functoren). Hierbij overschrijden
we het bestek van onze taal L.

Dat (x)(Ey)R(x,y) in M. geldt betekent, dat bij elke constante a
een b bestaat, zodat.R(a,b) in M geldt. In M is er dus een functie f,
zodat voor alle xeM geldt (.x,f(x))éR. We voegen: nu een functiesymbool
¢ toe aan onze taal met f als interpretatie in M en we zeggen, dat

R(x,¢(x)) in M geldt als voor elke constante die in M geinterpreteerd
is R(a,¢(a)) in M geldt. Deze definities zijn dus zo ingericht, dat
R(x,6(x)) in M geldt juist dan als (x)(Ey)R(x,y) in M geldt.
Op deze wijze wordt bijvoorbeeld de met X = (x)(Ey)(z)(Eu)R(x,y,z,u)

corresponderende formule:

R(X,¢(X),Z,¢(X,Z))-

3. De compactheidsstelling.

Laat K een verzameling zinnen in prenexe normaalvorm zijn, zodat
elke eindige deelverzameling een model heeft. De klasse der eindige
deelverzamelingen van K noemen we PO(K), met elementen p, vV, «eo o
Bij elke v kiezen we een model M\) en we zorgen ervoor, dat de in K
voorkomende .relatiesymbolen in alle M) geinterpreteerd zijn, door ze
zo nodig in M - door een lege relatie te interpreteren. De objectsymbolen
van K worden in een ultraproduct over Q door functies f, waarbij f(v)
een in M aanwezige interpretatie is of indien zo'n interpretatie er
niet is, een willekeurig element uit M .

We moeten nu een geschikt ultrafilter D definidren, zodat elke
X eK in Q‘D geldt.

Dat gaat als volgt.

7ij alv) = {p; veut
en Dy = {a(v); ver o(B)} cPy(K).
Dan gelden 1(D ) e ( ), omdat ¢ ¢DO en d(v) nd(u) =

d()



Il

We beschouwen nu de deelverzamelingen van PO(K-), die D, bevatten

0
en waarvoor U,_j en U2 gelden. Deze verzameling is partiéel geordend

door inclusie en bevat volgens Zorn een maximaal element, zeg D.

Er geldt nu UB(D), want als we definiéren
D' = {B; er is een AeD met A B}

dan gelden U] (D), U2(D‘ ) en UB(D' ), terwijl DcD'. Wegens maximaliteit

van D is D = D' en dus geldt U3(D). Tenslotte ziet men als volgt, dat
UL;(D) geldt.

713 A.C.P-O(K). Definiéert men

D(A) = {B; er zijn F en C met FeD, AcC en B = FNC},

dan geldt DcD(A) en A €D(A). Verder geldt Ug(D(A)) en als U1(D(A))
geldt, dan volgt wegens maximaliteit van D, dat D(A) = D en dus AeD.
Analoog voor D(A').

Is nu ¢ €D{A)ND(A'), dan zijn er F en G in D met ANnF = A' NG = ¢
en dus FAG = ¢ €D, zodat uit U_I(D) volgt Ul(D(A)) of U](D(A')) en dus
AeD of A'€D.

We moeten nu aantonen, dat de zinnen van K in QD gelden. Dit laten

we zien aan de hand van de zin

X = (x)(Ey)(2)(Bu)R(x,¥,2,u),
waarbij we veronderstellen, dat R is:

"R, (x,y) v (By(x,2) AT Ry(z5u)),

waarin R‘], R2, R3 atomen zijn.

Het komt er dus op neer, dat we laten zlen, dat R(f,o(f),g,¥(f,g)) =
i7R1(f,¢(f)) v (Rg(fsg) /\"R3(g,¢(fag))) in QD geldt.
De Skolem functoren ¢ en ¥ zijn hierbij op QD geinterpreteerd

door

o(£)(v) = ¢(f(v)) voor alle vEPO(K)
en Y(f,g)(v) = U)(f(v),g(v)} voor alle \)ePO(K).

N.B. De ¢ en ¥ in de rechterleden staan voor de interpretaties van

¢ en ¢ 1n M\).
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Als afkorting gebruiken we R, [\/1 voor R1(f(v),¢(f(v))) en analoog
voor de andere formules.

Zig nu

A ={v; Ril_\’]}

dan geldt R in Q’D’ volgens definitie van gelden-in een structuur en de
definitie van QD’ als

1] 1
ALV (A2 N A3)e.D

(Ai is complement vam A.), dit moet dus worden aangetoond.

zZij nu B = {v; R[v]}.
Indien X = !X} dan geldt R[AJ en als ped()) dan geldt R[], dus
a(A)c B, zodat volgens definitie van D ook Be&D.

Verder als AeB, dan )\eA% u(Agf\Aé) en dus

1 - 1
Bech U(AEI\AB) en dus

1 1
A1_ u(A2 I\AB) eD.



Colloguium 'Onderwerpen uit de Modeltheorie"

Spreker: L.E. Fleischhacker.

In vele takken van de wiskunde hebben variabelen behalve op elementen
van een zekere verzameling vaak ook betrekking op deelverzamelingen,
relaties, i.h.b. functies, etc. De gebruikte logica wordt dan dus
geinterpreteerd als een "hogere orde" logica. Aangezien deze inter-
pretatie tot tegenspraken kan leiden moeten enige beperkingen aan

het logische systeem worden opgelegd. Een van de methoden hierbi]

is de theorie der logische typen. De hier gebruikte typentheorie

wijkt lets af van de gebruikelijke 'o:icn.

We zullen eerst de "hogere orde structuren'" definiéren die ons als
modellen zullen dienen, daarna een '"gelaagde" taal die deze modellen

kan beschrijven.

Definitie 1. Typen

i) 0eT

soogy T )eT

1]) T.s seas Tné_T ==> (r], Ty 0

1

We noemen de elementen van T typen.

Definitie 2. Hogere orde-structuur

Als gegeven 1s een verzameling A # ', een stelsel verzamelingen

{BT} en een afbeelding ¢, dan vormt {BT} een hogere orde struc-

1&T 1&T
tuur over A met 1lnterpretatie ¢ als aan de volgende voorwaarden

voldaan is:

i) ¢ gedefinigerd op |J B
14T

i3) (8]

iij) eals T

A

1]

(r1, cees Tn) dan geldt:
oBle Pl 1~ e oB Do
1 n

Als ¢ 1-1 duidig is noemen we de structuur Normaal. Als in =~ de gelijk-

heid geldt voor alle 1 spreken we van een volle structuur.
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Bij elke verzemeling A behoort dus.o.a. de volgende volle-normale

structuur:

ij) als T = (r], cans Tn) den 1is AT =€P(AT1 X wee X ATn)

waarbij ¢ de identiteit is.

Er geldt ¢[}I] E:AT waaruit ommiddellijk volgt dat de verzamelingen BI

disjunct moeten zijn.

We zullen de elementen van A "relaties van type 7' noemen en als
T =0 ook wel "individuen".
De elementen van B noemen we "constanten van type 1" en als 1 = 0

ook wel individu-constanten.

De elementen wvan ¢EBTJ noemen we inwendige relaties, die van

. . . _ I
AN ¢EBTI uitwendige relaties van de structuur LBI}TéT.

In een vol systeem zijn dus alle relaties inwendig.

We definiéren nu twee talen A en A' om de h.o. structuren te beschrijven.

Eerst enige syntactische begrippen:

Definitie 3. '"hogere orde" taal A. Deze bestaat uit:
1) Bij elk type 1 een verzameling Cr van constanten zo, dat
T, # T, == 011(\CT2 # 0.

ij) BijJ elk type 1 = (T1, cees rn) een n+1 plaatsig relatiesymbool 9.

waarbij we aan de plaatsen de typen resp. T, T cees T toekennen.

15

iij) Veriabelen en logische constanten als in de le orde taal.

Definitie 4. de taal A'.

Behalve het bepaalde onder i, ij, 1ij is in deze taal ook nog aanwezig:

iv) bij elk type 1 een 1-plaatsig relatiesymbool eT.

Definitie 5. Vocabulair.

Als X een formule en K een verzameling formules van A is definiéren we

de volgende verzamelingen.
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VocT(X), VocT(K) verzameling der variabelen en constanten die op
plaatsen van type t in X resp. een formule Y&K
voorkomen.

Voc(X), Voc(K) 1dem, zonder typespecificatie.

VoccT(X) Voccf(K) alleen de constanten.

Definitie 6. Gelaagd

Een formule X €/ is gelaagd als de verzamelingen Voct(X) voor ver-

schillende ' disjunct zijn.
Een verzameling formules K is gelaagd als alle formules ervan gelaagd

zijn en bovendien de verzamelingen VoccT(K) disjunct zijn.

Met behulp van de volgende semantische begrippen leggen we de inter-

pretatie van de zinnen vap A in de structuren {BrbGeT vast.
Definitie 7. toelaatbaar
Een formule X van A is toelaatbaar in M = {BT}TéT als:

i) X gelaagd is;

ij) voor alle 1 geldt VoccT(X)g_;BT.

In afwijking van het door Robinson in [5] gevolgde procédé identifi-
ceren we hier dus wel de constanten van A met de elementen van BT

maar we onderscheiden de elementen wvan BI steeds van de relaties
ult A .

T
Zij nu M een hogere orde-structuur en A(M) de verzameling van in M

toelaatbare formules, dan definiéren we

Definitie 8. Diagram P(M) van M

Ms t = (7

AR Tn):

i) ¢ (a, By ees bn)e PM)  <==> a eB , bié,BTi, i=1, ..., nen
< ¢(b1): sees ¢(bn) > & ¢(a)
i3) -7<,br(a, b1, cees bn)éﬂ)(M) <==> ae.BT, biéBIe’ i=1, ««., nen

1
<¢(b )y «evs 0(b ) > &ola).
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Definitie 9. De verzameling }{(M) van zinnen toelaatbaar en geldig in
M is de semantische afsluiting van D(M) in A(M) (vergelijk e orde).
Het is gemakkelijk na te gean dat A(M), D(M) en HM) gelaagde ver-

zamelingen zijn.

Als we de formules van A als eerste orde-formules willen opvatten
moeten we de voorwaasrde van gelaasgdheid in deze formules zelf opnemen.

Dit geschiedt op de volgende wijze.

Definitie 10. type-transformatie A: A » A!

i) Als X een atomaire formule is: AX = X, X 1s distributief t.o.v.

alle logische connectieven.

[
)
~
>
—
(18]
»
~
N
1

(ax)er(x)/\XZ als erocI(Z) en
(Hx)eo(x)/\kz als x & Voc(Z).

>
fm
»
=
i}

ii3) A (Vx)z
AVx)zZ

(VX)GT(X)QXZ als xe.VocT(Z) en
(VX)SO(X)QAZ als x & Voc(Z).

We beschouwen tevens bij elke h.o. structuur M = [B_} een 1e orde

= < fg 1 [
structuur M, B, ‘ST}TéTULFT}T&T

interpretaties resp. van eT en ¢T zijn.

T
> waarbij B = U BT en ST en FT
TET

Schematisch laat de situatie zich als volgt voorstellen.

et _f5}-u M, = <8, IS julF | >

A ‘
D)< HM) 7K, ()
We kunnen nu bewijzen:
Stelling (2.7.1) Als XEN(M) dan:
xeN(M) <==> X e, )

Bewljs: Voor het geval X geen quantoren bevat volgt de conclusie direct

uit Def. 10 en uit

<a, b], suay bn>éFT <==> ¢T(a, by sees bn)

Stel nu: zZe&X (M) <==> AZé'Jf(MA) en X =
mogelijk:

(Ax)Z dan zijn er twee gevallen
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i) xe.VocI(Z) dan hebben we de volgende equivalentieketen:
XxeHM) <==> 7(:)eMM) voor zekere a&B  <==>

=2 22(a)e®M,) en ags == 8 la) ArZla)eMM ) <==>

<z=> AXe.’)f(M)\).

<,

I

ij) x & Voc(Z) dan, daar By # O: (:lx)eo(x)e'%(M)) dus X = Z en XX = AZ

waaru:}t de conclusie van de stelling voor X volgt.
Als X = (V¥x)2 is de redenering geheel analoog.

Nu kunnen wij de compactheidsstelling overdragen op hogere orde zinnen

en modellen.

Stelling (2.8.71). Als K een gelaagde verzameling zinnen van A is
en elke eindige deelverzameling van K heeft een model, dan heeft K

een model.

Het bewijs verloopt volgens dit schema:

Yk'IM' 2 K eI(M) KeI(M)
(2.7.1) o
v
rr leNom)

(2.5.1)

A4 o
K JuH UH N ) — VK] vE UE < TN

b

waarbij H. een formulering in A' van de type- en extensionaliteits-

0
voorwaarden is. B.v.

(Vx)[‘ler(x)v‘lec(x)]éH als 1 # 0 en

0
(%) Wy)Wz)(Wu) [ (z) A8 (x)A8 (y)AB (WD [[:br (x,2) = ¢ (y,2)]=
1 2 2 '3 2 2
DE‘JJT (u,x) = o (u,y)]]]]éHO en verder
3 3

= J
Hc = l81(23.) | teT, aéVoccT(K)}.
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(2.5.1) is de compactheidsstelling voor de le orde.

Het bewijs bestaat hoofdzakelijk uit verificaties betreffende het

vervuld zijn der type-voorwaarden.

Bij = wordt uit het le orde-model N = <B, {ST} U{FT} > vap.)wljf_{uﬂOUHc

een hogere orde structuur M = {Bt} opgebouwd op de volgende wijze.

AO = BO = SO o} [ BO 1s de 1i1dentiteit.

B =28

T T
Stel ¢ reeds gedefiniderd op BT s +++, B dan wordt als beB_,

1 n
T = (T: es oy Tn)

= {< 2| < oo >
3(b) = 1<0(b )y «eus 9(b )>[Dy Doy vuey D >&F J.

(Er kunnen dus elementen van B zijn die in geen enkele BT voorkomen. )

Opmerking: Het model M dat hier ontstaan is behoeft niet vol noch
normasl te zijn. Zoals verderop zal blijken i1s het wel altijd mogelijk
een normaal model -voor K te vinden. Het kan echter voorkomen dat van
een verzameling K alle eindige deelverzamelingen een vol model hebben
en K zelf uitsluitend niet-volle modellen. We zullen zien dat elke
verzameling zinnen tot een dergelijk systeem is uit te breiden.

Een eenvoudig voorbeeld is de ultbreiding van een theorie der natuurlijke
getallen met de zinnenverzameling la > n}:=1 U/laeN} waarbij a een
van alle getalaanduidingen verschillende constante is.

Een model {Br} van de uitgebreide theorie kan noolt vol zijn, immers
de oorsPronkélijke verzameling van natuurlijke getallen N. moet uit-

0
wendig zijn. Om dit in te zlen beschouwen we het inductie-axioma.

V) [0y AWV 8 o)(sszy)ab 0, (x,5)2 0o, (x,2)]

= (Vu)cb(o)(x,u)]

waarbij s de opvolger-relatie aanduidt.

Stel NO werd aangeduid door een congtante v.

Substitutie van v voor x en a voor u leidt tot de conclusie ¢(O)(v,a)
waarmee v dus automatisch een andere interpretatie krijgt dan we bedoelden,

devez. W, ¢¢[B(O)].
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Zie voor dit voorbeeld en het daarmee verbonden begrip w-consistentie
oty 7933,

We zullen nu volle modellen van een theorie- Standaard-modellen noemen.

In het volgende wordt nu een algemene methode beschreven om een theorie

uit te breiden tot een die alleen niet-standaard modellen heeft.

Definitie 11. De logische afslulting,EA van K in A 1s de verzameling

zinnen X van A zodanig dat (7X}VUK geen enkel model bezit.

Definitie 12. Samenlopende relaties.

Zij K een gelaagd stelsel zinnen van /\,bé.Vocc(T . )K dan definiéren
: - .1
weAb.—.{xé:BT ‘Qyﬂhr )H%myﬂeK“ (ulénmwﬂ_wnKis
— 2
dus ¢[Abj het &omein van ¢ab)%,

b is samenlopend (notatie: b eib) als voor alle eindige verzamelingen

{g s reey 8 f b geldt
1 n €%

(-I.Y) ]-(b('r 1 )(bsg,!sy) A eoe A¢(T’!’T2)(b3gn:y)] é—KA.

1772

Enige voorbeelden van samenlopende relaties:

Ongelijkheid in een oneindige verzameling; relaties die een gerichte
halfordening definiéren; de €& relatie van type ((1)1) als alle eindige
deelverzamelingen van Br tot B(T) behoren; de 2 relatie in een gekit

stelsel verzamelingen.

Definitie 13. Vergroting

K als bij def. 12, B «I'. dan is HB de 3 ~vergroting van K als

0
Hy = KU{cpT('b,a,a.b) | beBAB , aen, 1&T}
waarbi] a, een constante 1s zodanig dat &y & Voc K.

Als B

FO spreken we kortweg van de vergroting.

Als K ='7ﬂbd) en M een volle normale structuur dan noemen we M*.een

vergroting van M als M~ een model is van de vergroting H van K.

We zullen nu het bewijs schetsen van een stelling die het bestaan van

vergrotingen van structuren bevestigt.
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Stelling (2.9.5). Als K een consistente verzameling zinnen van A is,

is ook elke vergroting HB van K consistent.

Bewigs: Als KcXM) en H' 1s een eindige deelverzameling van H]3 dan

beschouwen we de eindige verzameling van de zilnnen van de vorm

] = ’ 1 = T eew ] = 1 sooe Moo
¢ (bl, aj, ab-) ult H' met T (Ii’T, Ti,2) 1 V n, J ;

Weéens biégl" %ijn er volgens def. 12 constanten Cis wees C met Ci&Br

0 i
zodat voor alle J < m,

, c.)ek, & .
o (bgs 25 c,)e X, <Hm)

We definiéren nu B} =B, U {ab | 1. = | en we zetten ¢

1
. . 1,2 152
i,2 i,2 J ? s
voort tot B'r. door q)(a.b ) = 4>(ck).

1,2 k
Dan geldt voor alle constanten p, Qys o q‘n

CPTLP’ q19 es oy qk_1 a-b q’k"i"] oo q_n)e.'f-(M') ==
==z ¢T(p’ q-’!’ oo qk—] cj qk+-l s qn)&mM)

daar immers de geldigheid van atomaire formyles alleen van de beelden
onder ¢ der constanten afhangt. Inductief bewlijzen we gemakkelijk
KeAM') en voor alle i < n en j < my ¢r.(bi 2 abv)é’x(M‘) d.w.z.
M' is een model van H'. * *

Volgens stelling (2.8.1) heeft dus ook Hy een model .

Opmerking: Hoewel dus bij alle eindige deelverzamelingen van H_ het

B
bijbehorende model op triviale wijze ontstaat, en telkens ¢(ab) = ¢(c)

voor een reeds aanwezig element ¢ van BI behoeft dit bi] het model
van HB niet het geval te zijn. Bij elke gindige deelverzameling H'
vinden we immers een element c(H') zodat in het als wltraproduct

ontstane totaalmodel ay is te interpreteren als de aeq klasse van de
functie f met £(H') = ¢(c(H")).

Conclusie: Elke volle-normale structuur M heeft een vergroting M

(die noch vol, noch normsal behoeft te zijn) en waarvoor geldt:

B, B, en N/
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.

o - <« E . -
dus M 1s een uiltbreiding van M waarvoor alle toelaatbare A-zinnen

geldig blijven.
M is een echte uitbreiding en 1s niet vol als BO oneindig is (bewijs

m.b.v. het voorbeeld van '‘ars' 1).

We kunnen de situatie door het volgende scheme voorstellen:

A A
I\T T
T 1=
6 1-1 ¢ 1
op o~ BT = Voch(K)
B B
T T

Voc:c]r (K) cVoccT(H) c.VoccT (K*)

Wearbij K =HM), E = H. (K), K =),

0
BT en K hebben betrekking op het met M corresponderende volle systeem

in termen waarvan wij de gehele situatie bestuderen, b.v. onderscheid

maken tussen inwendige en uitwendige relaties.

We noemen de relaties uit ﬁ*EBT] standaard relaties.

Is b een standaard relatie, dan geldt:

<¢(b.l)a oy ¢(bn)>é¢(b) ==> <¢*(b1)5 cees ¢*(bn)>&¢*(b).

Het omgekeerde behoeft niet het geval te zijn.

De standaard verzameling N in het voorbeeld van Tarskl bevat b.v. ook

het niet-standaard element aangeduid door a.

Opmerking: De machtigheid van de vergroting behoeft niet hoger te
zijn dan die van.de oorspronkelijke structuur.
We zullen veronderstellen dat de structuren {Ar} en {A?} in dezelfde

verzamelingstheoretische zin vol zijn.
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Spreker: P, van FEmde Boas

Voorbeelden van vergrotingen:

'« Neem voor A de gebruikelijke verz.der Natuurlijke getallenIN met
hierbij de volgende uitverkoren relaties: e de identiteit, s de
optelling, p de vermenigvuldiging en q de ordening (e, q zijn van
type (0,0), s en p van type (Q,0,0). Bekijk de volledige eerste orde

structuur op A, dus M = {Br} met B, = A, B

= A
0 (0,0,0,++.,0) (0,0,0,444,0)

en BT = ¢ voor T # (0, O, veu, 0).
K is de verzameling van alle toelaatbare geldige zinnen op M. q is een

samenlopende relatie aangezien er bij ieder eindig stel natuurlijke

getallen een grotere bestaat.

Neem B = { } dan 1s de B-vergroting van M een voorbeeld van een

elementair niet standaard model van de rekenkunde.

2. Neem voor A de gebruikelijke verzameling der reéle getallen R en
definiéer e, g, s en p als boven. De structuur M zij analoog gede-
finigerd en K evenzo. De relatie @ is opnieuw samenlopend.

Neem B = {q} dan is de B-vergroting van M een voorbeeld van een

elementair niet standaard model van de Analyse.

3. Zij A, p, @, e, s gedefinigerd als in 1.
Zij M = {B[} waarbij BT = AT voor ieder type 7. M is dus de volle
normale structuur op IN.
K is de verzameling van alle zinnen die in M gelden (geformuleerd
in termen van constanten, eerste of hogere orde relaties).
Neem weer B = {qj. De B-vergroting van M is een voorbeeld van een

hogere orde niet standaard model van de Rekenkunde.

4., Zij A, p, q, €, s gedefiniéerd als in 2.
M is weer de volle normale structuur op A. K is weer de collectie
van alle geldige zinnen van M. B = {q}. Dan is de B-vergroting
van M een voorbeeld van een hogere orde niet standaard model van de

Analyse.
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Gedrag van de 1dentiteitsrelaties:

Laat A een willekeurige verzemeling zijn en M een volledige (maar niet
noodzakelijk normale) structuur op A. M = {BT} en ¢[§T] = AT voor
1edere 1, Zij verder M = {BT} een vergroting van M. Dan is bekend dat
M een deelstructuur M' bevat zodanig dat M' en M isomorf zijn. Dit wil
niet zeggen dat de verschillende elementen in M' en M op dezelfde
wijze geinterpreteerd worden.

Een specisal voorbeeld van deze moeilijkheden vinden we bij de ver-
grootte identiteitsrelaties. .

Als ¢(e) = E de identiteitsrelatie van type (0,0) is op A en

¢ (e) = E dezelfde relatie is in de vergroting "M dan is het best
mogelijk dat "E niet de identiteitsrelatie is op "A. Wel geldt in

ieder geval dat E een equivalente relatie 1s. Immers de zin

(%) Y)Wy (V2) (W) (W) 0F) [0 oy (esxom)]a oy oy(esys2) =
= ¢(O,O)(eszay)1/\]:[d’(o’o)(eauav)/\ q)(o’o)(e,VaW)]Dq)(o,o)(eauaw)]]

geldt in M dus ook in M .

Algemeen zi] e  een element met ¢(eT) = E waarbi] E de identiteits-
relatie van type (1,1) is dan geldt dat Ej‘een equivalentie relatie

op AT is.

De relaties Er bezitten alle eigenschappen van de identiteiten EI

die zich laten uitdrukken door zinnen uit K. De belangrijkste zijn

substitutie eigenschap

(Wt W, i) eee W ')[[¢(r,ﬁ(er’x’x')A¢(I

1
Yoy (e, 5y yy) «es

12T T
cee A, ' ' ) 1
¢(~Tn51n)(e1n’yn’yn)A¢T(X,y1’ 5yn)13¢,((x'>y"]a ey .Y;l)i‘

Dit wil zeggen dat een relatie vervuld is dan en slechts dan als een

equivalente relatie door een equivalent n, tuppel is vervuld.
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extensionaliteits eigenschap

(VX’XV ) [[(Vy1 Jooe (Vyn) Lq)I(Xay]a"'syn) z ¢T(X' >y13"'$yn)] o

-

D01y lenmxt )]

Dus relaties die dezelfde n-tuppels bevatten zijn er—equivalent.

Indien e, en e; beiden de identiteit E aangeven dan ware het in
principe nog mogelijk dat in een vergroting ™ ¢*1er) en ¢*Ke;)

verschillende relaties zijn. We zullen laten zien dat dit niet kan.

Immers in M en Mw.geldt de zin:

0, o[ ylenyy) D [o(r,oylelowsy) = 00 ytetyay')]
dit is een gevolg van de substitutie eigenschap.

Aangezilen ¢(T T)(e;,y,y) altijd waar is volgt
, .
(v§ay” )[¢(T,r)(er’y’yJ = q)(r,r)(e;’y’y')j'
De symmetrie leert ons nu dat
(Vy’y.)L¢(T’T)(eT,y,y') T 0,y lersysy! )]

Dus ET'en ET worden door precies dezelfde paren elementen van AI voldaan.
é

Het is dus &&n en dezelfde relatie die twee keer wordt aangegeven.

Samenvattend geldt dus ¢( (e.,x,y) dan en slechts dan als x eny

T,T)
dezelfde relatie aangeven.

>

De ¢ (eo) = EO

nieuwe verzameling individuen A' af door uit elke

is een equivalentie relatie op A". Uit A7 leid ik een

: E;'equivalentie
E*
0

it

klasse €én element te kiezen. Hierdoor wordt E!

5 | A' een echte

identiteit. _
Na deze identificatie moet ik aan ieder element uit de B:'een nieuwe

>
interpretatie toekennen. Gezien het feit dat de EO equivalente elementen
zich als gelijken gedroegen bij leder der relaties volgt dat deze wij-
ziging der interpretatie moeiteloos verloopt. Noem in de nieuwe structuur
M' = {B;} dan volgt dat {B%} een model 1s van de oorspronkelijke verzame-

ling zinnen H(M).
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Bovendien geldt ook nog dat de structuur M' een vergroting is van M.
. >
7i] ¢(q) een samenlopende relatie op A. Dan 1s er een &, 11 BO met
i 1 i ( a') en
¢(O,O)(q,x,ab) voor iedere x in domein gq. Als nu cpo(eo,ab, )

a'& B(') volgt dat

¢(O O)(q,x,a') voor iedere x in domein q.
9

Dus M' is een vergroting.

We kunnen de structuur {B;}= M' normaal maken door e!—equ.walente
elementen uit B'T te identificeren.

Hierdoor worden alle e echte identiteits symbolen en verder geldt
¢(r) = ¢(r') alleen als ¢(T’T)

blijven als ze verschillend zijn niet beiden behouden.

(e.,r,r') geldt. De symbolen r en r'

Gevolg: Er zijn normale niet standaard al dan niet hogere orde

modellen voor de Analyse en de rekenkunde.

Opm. Indien M = {B’;} een normale structuur is dan mag 1k gezien de

€én eenduidige betekenis de elementen ven B rustig relaties noemen.

Inwendige en uitwendige relaties:

Leat M de normale volledige structuur van een verzameling individuen
A zijn en laat M een normale B-vergroting zijn van M waarbi] B = FO.
e

We mogen veronderstellen dat M zit ingebed in M . Bij deze inbedding
blijft de extensilonaliteit bewaard aangezien de identiteiten door een
constante e, worden aangegeven.

>

We kunnen naast de structuur M = {BT} de volle structuur {A over

}
T
A% bekijken. In het algemeen zal het niet waar zijn dat AT = B-:. Voor

T =0 1s dit wel juist.

De relaties uit B_: heten inwendige relaties.

Indien een inwendige relatie ook al is bevat in BT dan spreek ik van een

standaard relatie. Deze wordt dus aangeduid door een constante uit een
van de zinnen uit¥(M).

- - o ¢ 0] o 3
Een relatie uit Ar N\ BT heet een uitwendige relatie.
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Uitwendige relaties kunnen worden gebruikt om vermeende tegenstrijdig-
heden in de theorie aan te geven. Omgekeerd zal een 1eder die als
buitenstaander een onwaarheid in het niet standaard model wil aanwijzen

hiervoor gebruik moeten maken van een ultwendige relatie.

Indien de betrokken relatie een functie is spreek ik op analoge wijze

over standaard, ilnwendige en uitwendige functies.

Gegeneraliseerde gekitte stelsels:

Stelling: Zij M*-een normale,FO—vergroting van een volle normale
structuur M. Laat B een gegeneraliseerd gekit stelsel van type ((1))
zijn uit M. D.w.z. B 1s een familie verzamelingen met als elementen
relaties van het type 1 waarvan de eindige doorsneden niet leeg zijn.
Dan is er een inwendige relatie F van type 1 in M zodanig dat

IFéG*.voor iedere standaard G* in ﬁk.

Bewijs: Duidelijk geldt G €B <==> G&B waarbij G een standaard
verzameling is en G en G door eenzelfde constante g worden aangegeven.

Immers beide formules zijn equivalent met ¢(T)(b,g).

Bekijk de relatie R van type ((1),1) aangegeven door r voldaan door het

paar (G,s) als s van type T is en bevat is in G die van type (r) is,

en bevat is in B.

Deze relatie R is samenlopend want iedere eindige doorsnede van G

is niet leeg. Er is dus een inwendige FéBT met (G*,F)eR* voor iledere stan-

> o A el 13 - e a
daard G 1n het domein van R hetwelk Julst B 1s.

Het voorkomen  van niet standaard inwendige elementen:

Stelling: Zij R een verzameling in M van type (7). Dan bevat R~ een

niet standaard inwendig element dan en slechts dan als R oneindig 1is.

Bewijs: a) ZiJ R = 0. Aangezien 0 = 0 volgt R~ = 0. Dus in dit geval
bevat R geen niet standasard element.
Zij vervolgens R een eindige verzameling R = (8., 82, cees Sn)

aangegeven door r S, S5 .. Sn'
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Dan geldt
v Ep(l)(r x)> [CP (e ,S,[,X V¢(T, )(e :S 2X)V ... Vq)(T T) ,S ’X)_l

Deze zin geldt ook voor R . Ook R bevat dus alleen de n elementen

e

-
S, sg, <ee5 S €n geen niet standaard elementen.

Laat nu R een oneindige .verzameling zijn. Dan is de relatie F_ aangegeven
T

door f_ die 1is gedefinigerd door

i

(P(T’r )(fT,x,y‘)

L-"(p(r,r)(er 9X3y)A¢(T )(I‘,X) A¢(T)(r9y)]
een samenlopende relatie'FI met domein R.

Er is dus een element . T in R met (X-‘”,T)éFT voor iedere standaard

hea o -K_ o 3
X 1n R . T 1s dus een nlet standaard element van R*:

Hiermede is het bewijs voltooid.

Deelstructuren en vergrotingen:

A 1s een verzameling en M is de volle structuur op A.

713 A' een deelverzameling van A aangeduid door a'. Een deelstructuur
M' op A' van M laat zich als volgt definiéren:

De relaties van type (0, ..., 0) zign Jjuist die relaties van het
corresponderende type waarbij de elementen uit de domeinen van de
relatie alle bevat zijn in A', Dit geeft de verzameling AEO, cer, 0)"
Verder zi} A; cen Al gedefiniéerd en 1 = (11 oo rn) dan bestaat

A; Julst uit al die rBlatvies uit A die alleen voldaan zijn voor n
tuppels gekozen uit de respectievelljke A; .

We definiéren nu een normale structuur M' d1s volgt:
to= gt : 1] = pt
M' = (B} waarbig] o[BIl = Al.
M' is opnieuw een volle structuur.

71} M een vergroting van M. Dan geeft het element a'e;B?' een

/ 0)
verzameling A' aan.

Als boven kiezen we nu uit de (niet volle) structuur M alle relaties

die betrekking hebben op de deelverzameling A' .
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Op deze wijze vinden we een structuur M = fB;*}. M'" 1s weer normaal
gedefiniéerd.

Nu zijn de ¢EB;”] alle inwendige verzamelingen die aangegeven worden
docr dezelfde constanten die de ¢[ﬁ;] aangaven. Immers de definitie
van de B; en de B}*‘is in zinnen ult te drukken en deze zinnen zijn

voor belde gevallen gelijkluidend.

Voorbeeld van zo'n zin: 7 = (1 ) en ¢(a') = A!

120 1 1

(Vx')[¢(r)(a; »X) 2 (Vy’z)[tb,(x,y,Z)o [«b(r L(a!

' ,y)/\cp(,

yar sz)1]].
2

1 2

De aldus gevonden structuur M' 1s geconstrueerd door middel van de

vergroting M . Er bligkt ook rechtstreeks te gelden:
Stelling: M'" is een vergroting van M'.

Bewijs: Bekijk de verzameling K' van zinnen die toelaatbaar zijn en
gelden in M'. Dit 2zign in het algemeen geen zinnen uit K =C5(M).
Wel is het mogelijk bij iedere zin in K' een equivalente zin in K
aan te wijzens

construeer een afbeelding w: K' > K als volgt.

p(X) = X voor een atomalre formule X.

w(X YY) = w(X)V u(Y) en analoog voor andere connectieven

p(ﬂ(y) [Z(y)]) = 3(y)[¢(])(a;,y)/\2(y)] waarbi] 1 het type van y 1is in
Z(y)

(als y niet 1in Z(y) voorkomt kan ik nemen 1 = 0).

v(Yy) [z2y)]) = V(y)b“ )(aA

',y):>Z(y)] 1 gedefinierd als boven.

T

De familie zinnen u(K') 1s een familie toelaatbare geldende zinnen

in M dus z1j gelden ook voor M.

Hiernaast kan bewezen worden dat een toelaatbare zin X geldt in M!'

dan en slechts dan als .(X) geldt in M.

Voor deze bewijzen hoeft men alleen met volledige inductie de con-
structie van de zinnen te volgen. Vergelijk het overeenkomstig bewijs

bij de typetransformatie. We vinden dus dat K' geldt voor M.
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Laat r' een reiatie R uit een A! aangeven die samenlopend 1s.

1= (T,,‘ Jo Dan 1s R ook een samenlopende relatie uit A . Bovendien

2
kan het feit dat aan R alieen 1s voldaan voor paren elementen uit AT
1
en A door een zin X worden uitgedrukt.

2 . 3 .
In de vergroting 1s een element S met R\R],S) voor 1liedere R1 uit A:

1
waarvoor aan R(R\,Rz) voor een R,eld' is voldaan. De geldigheid van

2 .
de zin X 1n M leert ons dat deze S gé€kozen kan worden ult A; .

. ) -~ 2
Hieruit volgt het bestaan van eenf“éaB; met ¢T(r',r1,s) geldt voor

. 2
1edere r  uit het oorspronkelijke domein van r'.

M' 1is dus inderdaad een vergroting van M'.

Uit deze stelling kunnen we afleiden dat een vergroting van de Reéle

getallen vanzelf een vergroting van de natuurlijke getallen induceerd.

De conceptie deelstructuur laat zich in dit bewijs ook nog als volgt

generalilseren:

In plaats van Aé als deelverzameling van AO te kiezen mogen we ook
A6<;A? veronderstellen. Dit heeft tot gevolg dat een element in de
beide structuren een verschillend type krijgt.

Analoog aan het geval Aéc:AO definiéren we M' als de volle normale
structuur op Aé. Jeder element uit M' = {B;} komt ook voor in

M = {BTj met een type dat als volgt wordt verhoogd:

type O = <type T

als type 1, ~ r;, cees T r£ dan gaat type (r1 N rn) > (T%, cuey ré).

Z1] ab de constante die Aé aangeeft en M een vergroting van M.

Een structuur M'_ wordt nu gevonden door ultgaande van de verzameling
Aé*'al die relatie constanten uit M te kiezen die betrekking hebben
e
1
op AO
houdend dat het type dient te worden aangepast.

volgens het reeds eerder toegepaste procédé,ermee rekening

De uitspraak dat M'" een vergroting 1s van M' geldt ook voor dit al-
gemene geval.
BiJ het geheel analoog verlopende bewljs dient alleen rekening gehouden

te worden met het veranderende type der objecten.

Op deze wijze vindt men in een vergroting van de Re€le getallen ook een

vergroting voor de ruimte van de op La,bj Riemann-integreerbare functies,

etc.



Colloguium "Onderwerpen uit de Modeltheorie"

Spreker: Albert Verbeek.
Niet-standaard Rekenkunde en Niet-standaard Analyse

Laten N en R*'hogere orde niet-standaard modellen der natuurlijke
en reéle getallen, N en R, zijn, zoals 1n vb. 3 en 4 op blz. 23. We
veronderstellen dat N en R normaal zijn, zodat, als ¢(eT) de 1den-
titeits-relatie van typ¢ 1 in R of N 1is, ¢*1et) ook de identiteits-
relatie van type 1 in R , resp. N is (zie blz. 24).

Verder nemen we aan dat N(_N-r, R(,R* en ook dat N*C_R*. Immers N<R,
en volgens de stelling op blz. 29 1s er dan een vergroting N van N
met N <R . Deze vergroting 1is niet-standaard: in R dus ook in R

geldt:
)y )@ 005570 A2 gy (vi))

waarbij ¢ (<,x,y) geinterpreteerd wordt als ¥(x) < y(y) en ¢(0)\v,y)

als: y iskgég)natuurlijk getal, d.w.z. in R: y(y) 1s een constante uit
N; in R : ¥ (y) is een constante uit N'. We weten dat R™ oneindige
getallen bevat, dus moet N ook oneindige getallen bevatten, dus is

N niet-standaard.

Hoewel R, R*; N, N etc. eigenlijk niet de verzamelingen der reéle
getallen, etc., zijn, zullen we toch soms n&l, réR*\R schrijven,
en dan bedoelen: n is een standaard natuurlijk getal, r 1s een niet-
standaard reéel getal, etc.

De tot nu toe bewezen modeltheorie kan aldus samengevat worden:

1) elk wiskundig begrip dat betekenis heeft in het systeem N,
heeft ook betekenls in het systeem N”;

2) elke wiskundige uitspraak die geldt in N geldt ook in N,
mits we relaties (dus ook functies, verzamelingen, e.d.) in
die uitsprask in N, in N*-interpreteren als inwendige relaties
(van hetzelfde type).

Denk b.v. aan het inductieaxioma; dan blijkt dat de verzameling

o o P © a ~ o
N geen inwendige verzameling 1n N kan zijn.
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3) Het systeem ilawendige relaties heeft de volgende elgenschappen:

als S een inwendige n-plaatsige relatie is en (S., +.., Sn)és,

1
dan zijn 81’ evs €N Sn inwendig.

L) :j'aéN*vnéN a > D
szelfde elgenschappen 1) - L) gelden als we overal voor N: R en voor
N R lezen.
Voor ultspraken 1n het systeem N of N (R* of R) bedienen we ons in
principe van de hogere orde taal A (blz. 14 def. 3). Vaak 1s het
echter voldoende te vermelden dat een ultspraak in de taal A te for-
muleren is. Daarom, en om de formules makkelijker leesbaar te maken
zullen we vaak een semiformele notatie gebruiken, z8 dat daaruit direct
blijkt dat een formulering in A ook mogelijk 1is.
Als e U S b.v. de identiteitsrelatie van orde 1: =.s ¢, resp. +
voorstellea schrijven we l.peve:

[Q(O,O)(eO’ a, b)] : a=b of a =Ob
[(P(O,O,O)(S’a’b’c)j : c=a+bd

en als a een functie £ en v de functie || is, 1.p.ve:
[cb(o,o)(a,b,c)AQ(O’O)(v,c,d)] : d = |f(o)].

We moeten wel opletten, dat de formules als steeds gelaagd veronder—

steld zijn, dus als we schrijven:

(Va)(Vo) [a = == b =]
bedoelen we

\Va‘)kv’b) LQ(O,O)(eO,a’b) == ¢(050)<803b3a)_l'

In bewijzen van stellingen zullen we vaak gebruik maken van het vol-

gende lemms:

" - e y 3 o
Lemma 1., Als Xe?{(M ) en X 1s toelaatbaar in M (d.w.z. in X komen geen
niet-standaard constanten of relaties voor), dan is X waar in M* dan

en slechts dan als X waar is in M.
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Bewijs. "dan" 1s zonder meer duidelijk.
"slechts dan": Stel dat het niet zo is dat X waar is in M,
dus X €M), dus [FX]eH (M), dus Fx]eH (M), dus X €XH(M"). Tegenspraak.

We spreken af dat we alle individuen van N*, R natuurlijke resp. reéle
getallen noemen. De individuen van R en N heten eindig of standaard, en
die van R \R en N \ N heten niet-standaard. Elementen die groter zijn
dan alle standaard elementen heten oneindig. We zullen later zien dat
alle individuen van N*\N, en sommige van R\ R oneindig zijn.
We gaan nu eerst enkele eigenschappen van N bekijken.

1) Nen N AN z1jn uitwendige verzamelingen in N,

Bewijs: In N geldt:

(VX)(VZ)(<9(O)(X)A1é.x/\(yé_x ==> y + 1ex)) == z€x).

o “ < o “ u > .
Stel nu dat N een inwendige relatie, en a een oneindig getal in N 1s,

dan geldt in N dus:

6(0)(N)A16N Alyel ==> (y + 1)&N)
en (eO(N) AeENA(yeN ==> (y + 1)&N)) ==> (ael)
dus a &€N. Tegenspraak.

In N geldt bovendien:
(V) (A y)(Va)((ze(x,2)) = (04(y,2)))

dus in N en ook in N geldt: het complement van een ilnwendige (uitwen-
dige) verzameling is een inwendige (uitwendige) verzameling. Dus ook

W \N is uitwendig.

2) Voor alle nelN geldt: n is kleiner dan alle andere getallen
(in ¥ ), behalve 1, 2, ..., n-1. Dus alle elementen van N \N zijn

oneindig.

Opmerking. Deze zin kan niet zo in een zin van de taal A bij N gefor-

muleerd worden daar N geen inwendige verzameling in N is.
Bewigs: In N, dus in N geldt voor ieder natuurlijk getal n:

(Vx)(x =0Vx = 1V...VX =1nVx > n).
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3) Er is geen kleinste oneindig getal in N .
Bewigs: (Ya)(dp)(a # 0) ==> (a=b+ 1)A(b < a) geldt in N dus
in N*, dus in het bijzonder geldt voor elk oneindig getal a:
(3p)la=b+ 1)A(b < a)).
4) Het ordetype o van N is van de vorm
o =w+ (0w + w)d
wearbij 6 een dicht ordetype zonder eerste of laatste element is.

Bewijs: In N defini&ren we de volgende relatie ": a -~ b als |a - b]
eindig is.
Het 1s duidelijk dat dit een equivalentierelatie is. De relatie is

vitwendig aangezien, omdat N een volle structuur is,

(V‘X)(a y)(\dz)k@(oso)(x)u’z) = q)(o)(y,Z))

in N, en dus in N geldt. Is x dus een 1n N en N gedefiniéerde en
invendige eguivalentierelatie, dan zijn de equivalentieklassen dus
ook inwendige verzamelingen. We weten dat de equivalentieklasse van -
t.0.v. 0 N is, dus uitwendig in N*, zodat - geen inwendige relatie

kan zijn.

Als a een oneindig natuurlijk getal 1s, is de equivalentieklasse Da
van a t.o.v. . de verzameling {, a-2, a-1, a, a+1, a+2, }

Nu geldt voor alle nel, xéDa:
n (‘ Xl

. : = (. — ' :
En er geldt: vb'éDa,vbéD D,iAD, = 0Aa' < a > b' < b, zoals
gemakkelijk is in te zien.
Dus 15 a = w + (0 + w)6.
We gaan nu 6 nader bepalen:

In N dus in N geldt:
(Va)(2 | ave | a+1).

Als D_, D, twee verschillende equivalentieklassen zijn en a & N, b€ N,

mogen we a en b dus even onderstellen, d.w.z. (Ja! ,b'el\f"—) (a =2a' A
Ab = 2b'),
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Het is duidelijk dat a'¢-N, b' &N, en a-a' & N. Dus D,y <D, <D
(d.w.z. voor alle xéDa,, vyeD, z&D

g X SV < z). Dus 8 heeft geii
eerste of laatste element.

Ook geldt: a < bva = bva > b. Onderstel a < b. Dan 1is

a' +a' =a <a'+b'"<b=">»b'"+Db', en eveneens a' + ' - a &N,

b -a' +Db' &N, dus:

D <D

a a'+b! <D

b
Dus 6 is ordetype van een overal dichte verzameling.
5) p noemen we priem in N als
(Va)(Va')((aa' =p) ==> (g =1Vq =0p)).

Het is duidelijk dat priemgetallen in N ook in N priem zijn: we
beschouwen de uitbreiding p* in N van de 1 plaatsige relatie P
der priemgetallen in N. De (uitgebreide) verzameling priemgetallen

is dan ook lnwendig. Hij bevat ook niet~standaard getallen:
(Vn)(ap)(péP/\n < p) geldt in N, dus
(Vn)(gp)(peP*An < p) geldt in N,

Elk natuurlijk getal is, afgezilien van de volgorde op 1 manier te

schrijven als product van eindig veel priemgetallen.

Deze zin is in A (met interpretatie in N) te beschrijven, en geldt

dus ook in N , mits we "eindig veel" vervangen door het zwakkere:

"een aantal néN*'.‘ Dat we "eindig" niet kunnen handhaven blijkt aldus:
Zij P = {p,l, Pos ce} Dear grootte geordend dan heeft de rij (= relatie

van type (0,0)) @ =/ I pi}i een voortzetting Q = {rn} in N . Dus
k=1 71
voor alle eindige 1: r. = T p.. In N geldt:
k=1

(Vo) (¥m)m <n == (p_ |z Ap’mYr)),

dus dit geldt ook in N, en voor n &N \N is r dan deelbaar door

alle eindige priemgetallen.
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Veel van wat voor N gezegd is kan ook op R toegepast worden, terwijl
we al onderstelden dat NWCR*. (Alle inwendige verzamelingen en relaties

in N zijn dus ook inwendig in R"). Over de structuur van de (vergrote)
verzameling der reéle getallen valt o.a. het volgende op te merken:

R is een geordend lichaam, dasr R dit is

R  is niet-archimedisch:
Vi) (V1)An)&(nelN ai(k » 0A1 > 0) ==> (nk -1 > 0))),

geldt wel in R, en dus met N i.p.v. N ook in R , maar daar hoeft n

niet eindig te z1jn: voor elk eindig getal n en een willekeurig
oneindig getal a in R geldt immers (n*1 = a < 0).

Eerst geven we nu enkele definities:

In R definiéren we: [a| [= a als a >

0
= -3 als a <0

dan is deze functie de uitbreiding van de absolute waarde in R, dus
inwendig.

a €R heet eindig als er een n&R 1s met la] < n, neN.

a &R heet oneindig als a niet eindig 1is.

a &R heet infinitesimsal of oneindig klein als voor elk positief

standaard getal € |a| < €.

Als a-b infinitesimaal is zeggen we: a en b zijn bijna gelijk, en we

schrijven a = b.

We merken op:

a) De eindige getallen vormen een ring MO in RT—

b) a is oneindig = 2! is infinitesimaal (dus Mo is geen lichaam).

c) De infinitesimale getallen vormen een ring M1 in R*; M1 1s een ideaal
in MO’ en MO/M‘! . R,

Bewljs van c:

Laat AeMO/M] (dus ACR ). A AR bevat dan hoogstens één element: als
r,,r,&ANR dan: [r1 -

5 eM1, dus voor alle ¢ > 0, £ &R:

]r] - r2| <e,dus r, = o
AAR bevat minstens (dus precies) &&n element.

o
r

A is niet leeg, zi] a&h, beschouw 4 = inf D, D = {x | x &R, x > a'},
(d€R) (daar a eindig is, is er een m &R met a < |a |
niet leeg),

< m, dus D 1s
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Als d€D, dan is d > a en voor elke e€R, ¢ > 0: d - ¢ « a

d.w.z. |d - a| < € voor elke standaard € > O

dewez. (4 - a)éM1, dus d&€ A.
Als d & D dan geldt: d < a, en voor elke ¢&R, € > 0 geldt nud + ¢ > a,
dus |a - d| < € dus (a - d)éM1, dus d€A.

Voor elk eindig getal a in R™ noemen we het unieke reéle getal b dat

bijna gelijk 1s aan a, het standaard deel van a. Notatie: b = Oa.

We vonden dus a = Oa = inflxeR | x > af (anR).

Voor elk getal a in R noemen we {x | x = a} de monade van a. Notatie:
ula).
Anders gezegd: n(a) is de equivalentieklasse van a in R modulo M1, en

MO/M1 bestaat ult alle monaden dle tot M. behoren.

0
We gaan nu eerst van enige verzamelingen aantonen dat ze uitwendig zijn:

“ oo o v o an
1) R 1s een ultwendige verzameling in R .

Bewijs: Als A en B inwendige verzamelingen zijn in een structuur, dan is
ANB = {x | x €A Ax eB} ook inwendig. N is inwendig in RT en N is niet
inwendig in R (bew1ijs identiek met het bewijs in N*), en N = R/\I\T*,

dus R is niet inwendig in R .

2) MO is een uitwendige verzameling.

Bewijs: N = My AN, zie verder 1).

3) Voor alle a &R is u(a) een uitwendige verzameling.

Bewijs: Stel voor zekere a 1s u(a) inwendig. Dan is ook w(0) =

b | b=c - aAceé&ula)} invendig, en dus is ook Jx | X—Té'p(O)j =

]

R \R inwendig, dan zou echter R inwendig zijn. Tegenspraak.

Convergentie

P
lSn}n en o
Dan wordt {snj in R~ voortgezet als |

Laat een riJj zijn in R, d.w.z. een functie van N naar R.

. . hand ~
s! : een functie van N naar R
n}neN ?

immers {sn} voldoet aan:
(Vx)((xe€m) = ((Ay)(e, o)(s%5)))) A
/\(VX)(VY)(32)((®(0’O)(S,X,y) ACD(O,O)(s,X’Z)) ==> (y = Z))

(waarbij ¢ (s,x,y) 'betekent' dat 5, = ¥

(0,0)
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Kies namelijk n willekeurig oneindig. Volgens lemma 1 geldt deze zin

ook in R, hetgeen juist de definitie is van lim s, = S.
n’?OO

We hebben, als lim s, =8, in %Rw) behalve s, ¥ s voor oneindige n,

natuurlijk ook nog de zin:
(Ve)(aneN*)(Vmer)((a > 0Am » n) ==> lsn-—s| < £},

daar de analoge zin in R geldt. Dit is de definitie van lim s, =S in R .
In R geldt dus:

Stelling 3. De standaard rij {snj heeft limlet s +»s = s, voor alle on-

eindige n.

Met behulp van stelling 2 zijn enkele standaardstellingen (d.w.z. stel-

lingen uit R) direct in te zien; bijvoorbeeld: lim S, = SA lim tn =t ==>
== - t - 1 1 == S - - &

> s SnéMwAt LnéM’l voor n oneindig > (s sn) + (t tn) M1
voor n oneindig ==> Ilim (sn + tn) =s + t, etc.

Stelling 4. Als {snk} in R een oneindige riJ is, dan 1s de verzameling

g . . 0 ;
limietpunten van {snind\] in R de verzameling s' = { sn[néN*\N,

s eindigi.

Bewijs: ==> :Als s limletpunt van {snl} in R is, dan 1s

(V) (Vy)(x > 0) == ((A2)((z » y) Alls,-s| < x)))) waar in R,
dus in R, dus als a een infinitesimaal positief getal is, en n een
oneindig natuurlijk getal, is er een (oneindig) natuurlijk getal m,
P 0 i .

Z 4 - el = +
z6 dav m > nen |s s| <ad.wez. s s,» en daar lsm] < |s] + 1

is s, 00K eindig. Dus s &s'-

Q= : 21) n een onelndig, natuurlijk getal, s, eindig, dan

s, - snl infinitesimaal. Zij ¢ &R, ¢ > 0 en v &N, dan is dus

(Ax)(x > v /\|Osn - sxl < ¢) waar in R ,

- . 0 .
dus in R volgens lemma 1 (in Osn komt n namelijk niet voor: s, 1s een
. 0
vast getal €&R). Daar dit voor elke e &R, ¢ > 0 en v &N geldt 1s Sn

dus een limietpunt van J‘Sn}néN in R.
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Voor een begrensde rig {s ‘IneN in R geldt nu volgens stelling 1 dat voor
v n ) ) .
elke n&N \ N s_ eindig 1s, dus S, bestaat, zodat s' nilet leeg 1s. Dit
n

bewijst de standaard stelling:
Gevolg. In R heeft elke begrensde oneindige rij een limietpunt.

Geheel analoog san de zojuist ingevoerde uitbreiding van rijen, kunnen
. i . > o= s

we ook dubbelrijen ‘snm}n e i R beschouwen. Een dubbelrij is dan

een (inwendige) functie: N /N - R . Als {t’nm}n, e de uitbreiding

. Sl ..
in R 1is van de dubbelriy {Snm}n,méN

i o= 4 Y R™) heet s de limiet van de dubbel-
‘snm}n,mél\l ‘tn.m}n,méN* In R (of R )

riJ {snmj(notatie: lim Syn = s), als (Ve)(a vEN)((e » 0An > vAm > v)

n—>w

in R, schrijven we weer

m«»oo

==> (Isnm - s| < ¢)). Geheel analoog aan het bewijs van stelling 2 verloopt

het bewlgs van:

Stelling 5. Als {Smn} een dubbelrij in R is, dan heeft {Sn.mk de limiet s,

dan en slechts dan als voor alle oneindige m en n Som = S (in R ).

Dat de Cauchyvoorwaarde (lim (s_ =~ sm) = 0) voor de convergentie van een
m>0

rij {sn'} equivalent is me’rcﬁge ultspraak: {sn} convergeert, is in een zin

in A uit te drukken, dus geldt ook in R . Gecombineerd met stelling 5

geeft dit direct:

Stelling 6. Een (inwendige) rij {sn} convergeert dan en slechts dan als

in R voor alle oneindige m en n geldt dat s, % s,

Opmerking: Dit geldt dus zowel voor een rij {sn} in R, als voor een

N ) - né&l
standaard rij {Sn}néNw in R .

u [ h “ i - o o * o o
Stelling 7. Als {sn} een inwendige rij i1n R 1s, en er is een reéel getal
m &R, zodat voor alle n &N Isn| <m, dan is er een getal véN*\N zodat

e .
voor alle n &N n < v ==> \|sn] < m.

Bewijs: (¥s)(Vx)3 yI(Vz)(e ) (v,2) = (|s, ] > x))

1s een zin die geldt in R, dus ook

A=fn ] ls] 2a)
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- . “ - e n - - - ko
1s een 1nwendige verzameling in R . Als deelverzameling van N heeft
deze verzameling een kleinste element, daar N de analoge eigenschap

heeft, die 1n A ult te drukken 1s. Dit kleinste element kan dienen als

r ult het te bewijzen.

Stelling 8. Laat fsn“} een inwendige rijy in R z1Jn, 26 dat voor zekere
m&R en alle nel \N Isnl < m. Dan 1s er een getal r N, z& dat

[sr\ < m voor allen > r, n&N .
-

Bewljs: Als boven 1is A = {n | Isni _&_m'} inwendig 1n R*, dus bezlt een
kleinste element r. ADN’P\N, N*\N heeft geen kleinste element, dus

r &€N. Het te bewijzen volgt nu gemakkeliljk.

Stelling 9. Als {sn} een 1nwendige rig 1in R is, z8 dat voor alle n&l

s, 7 0, dan 1s er een réN*\N z8 dat voor allen < r, nen s, * 0.

Bewigs: Met J‘Snj 1s ook {tn‘j = {n : snj een inwendige rij met voor alle
né&N v, 0, dus ]tnl < 1. Volgens stelling T 1s er nu een rel \N 28,
dat voor alle n < r, n€N ]tnl <1 deweze s <

n&N \N, n < r geldt: s, ° 0.

1
it d.w.z. ook voor

Precles zo hebben we als gevolg van stelling.8:

Stelling i0. lLaat !

L

sn}een inwendige rij in R zign, zo, dat s, eindig
: . o
is voor oneindige n. Dan 1s er een getal r &N zo, dat n > r, n &N ==z

==2 s 18 eindig.
Bewigs: Met {snj is ook ft )= {;l-n-} een inwendige rij met voor alle
neN \N t, = 0, dus |t | < 1. Volgens nu stelling 8 1s er een r&N zo,

dat n > r, n &N == ltn| < 1 dus |sn| < n, hetgeen te bewijzen was.



Colloguium "Onderwerpen uit de Modeltheorie"

Spreker: W. van den Camp

Continuiteit, differentiéren

Neem f(x), gedefiniéerd op (a,b), a, b standaard, f neemt op het
differentie-interval waarden in R aan. f wordt in R bepaald door een
binaire relatie, en de bijbehorende binaire relatie in R*.bepaalt een
functie, die de uitbreiding van f is, en we schrijven ook daarvoor

£(x), x¢ R, x¢(a,b).

Stelling 11. 1im f(x) = ¢ dan en dan alleen als voor alle x = b geldt:
x*b

f(x) = c.

Bewijs: '»":
bij elke positieve standaard € bestaat er een positleve standaard h,

zodat voor alle xE& R*
a <x<b en |x-b|l <h == |[flx)-c| <e.

Is nux = b, dan is |x - b| infinitesimal, dus |f(x) - ¢| < € voor elke

stand.e > 0 zodat f(x) = c.
"*_" .

Kies h > 0, h = 0, dan geldt voor alle € > 0, € standaard:
(b/x)(lx -bl <h a<x<b == |[f(x)-c| <e)in R,
of: (Fy)y >0 (Vx)(|lx=-Db|] <y a<x<b ==> [f(x) - c| < €)),

deze zin is volgens lemma 1 (blz. 32) ook waar in R.

Dus lim f(x) = c.

x*b
We kunnen analoge stellingen formuleren voor lim f(x) = ¢ en lim f(x) =c¢
(& <d<b). xta x~>d

Stelling 12. f(x) is continu in standaardpunt Xgs & < X < b dan en dan
alleen als voor x = x, geldt: flx) = f(xo).
De nodige en voldoende voorwaarde is equivalent met:

"f beeldt de monade van x, af in de monade van f(xo)".
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Stelling 13 (Standaard). Als f(x) continu in La,b] en f(a) < 0 < f(b)

dan is er een ¢ met f(c) =0 (ce (a,b)).

. . hant
Bewijs: Neem we N N\ N, dan is {xo, e, xw} met X, =&+ (3/ w)(b - a)
een inwendige rij in R,

P = {j; f(xj) > 0}. P is niet leeg (We P), inwendig, en bezit een

kleinste element, zeg p. Nu is xp - xp_1 = (1/w)(b - a), dus infinite-
simaal. Dan geldt Oxp = Ox g = c.
Nu geldt volgens stelling ?2: 0 < f(x ) = fle) = £(x_ .) <0
;_/3-\__./ Pl - ’
£lc) >0  fle) <0 (£(c) R)

Een standaardfunctie f(x) heet begrensd, (f(x) gedefinigerd op (a,b),

a, b standaard) in xoe.(a,b), als voor zekere standaard h > 0, m > O:

(Vx)(lx - xg] <0 == [£(x)] <m).

Stelling 14. f(x) is begrensd in x. dan en slechts dan als f(x) eindig

0
3 3 o *
1s 1n de monade van xo in R .

Bewijs: "»": er is een standaard y en 2z zodat

(‘/x)(y >0 z>0 |x - xO[

« . . > . .~
waar 1s 1n R, dus 1n R , zodat 1n R :

x = xy == £(x)] < z.
o © 3 3 *‘
"<": f(x) is eindig in de monade x, R.
Kies h = 0 en m > 0, oneindig. Dan is in R (x/x)(lx - xol <h ==>

==> |f(x)| < m) waar. De zin (3 y)(3 z)(h/x)[lx - XO; <y ==
==> |f(x)| < z] geldt dan in R" dus ook in R.

Stelling 15. f(x) is continu in x. ==> f(x) begrensd in X, (f(x), X,

0
als tevoren).

Bewijs: Er geldt: (ﬁfx)(x = xy == f(x) = f(xo)) vanwege de continuiteit.

x. 1s standaard, dus f(xo) standaard, dus eindig, en voor x = Xq geldt dan:

0
f(x) is begrensd.

Neem T gedefiniéerd op [a,B], a, b standaard, X,€ (a,b), Xy standaard.

k(x) = (£(x) - £(x))/(x - xy) is in R en R" gedefiniferd voor alle x (a,b)

waarvoor x # Xg
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Stelling 16. Het standaardgetal c 1s de afgeleide van f(x) in X dan

en alleen dan als k(x) = ¢ voor alle x # X, met X = X.

Stelling 17. Is f(x) differentiéerbaar in X in R, dan is f(x) continu

in X..
0

Bew1j]s. (V/x)(x # Xy X ¥ Xy ==> f{x) - f(xo) =¢c o+ (x - xo)) waar

c = f'(xo).

Dan geldt: voor X = X, (x # xo) is f(x) - f(xO) = 0,

"Differentiderbaar in xoe-(a,b)" is eenvoudig uit te breiden tot "diffe-
rentiferbaar in (a,b)", en de gewone regels zijn m.b.v. stellingen 1h,

15, 17 eenvoudig af te leiden.

Definitie. f(x) heeft maximum in X, (in R) als er een standaard h > O

is zodat

il

(\/x)(|x - xol < h == f(x) i_f(xo)).

Stelling 18. f(x) bezit een maximum in X dan en alleen dan als

£(x) = f(x,) voor alle x = Xqe
Stelling 19. Heeft f(x) een maximum in het standaardpunt Xgs €n is
f(x) daar differentiéerbaar (xo is inwendig punt van het definitie-

interval), dan is f‘(xo) = Q.

Stelling 20. Is f(x) standaard, gedefiniéerd en continu in [é,bj, dan

is er een standeard getal c€ [a,b] zodat f(c) > £(x) als x€ [a,b].

Bewijs. In R geldt: iedere rij {ro, ceey rn} bevat een element s, zodat
r. 2 r (O;i J <mn).

Zijwin N N en a; = a + (J/w)(b - a), dan geldt voor de rij

{f(ao), coes f(aw)}: er iseen J€ N*, J < w zodat f(aj) i_f(ai) voor i < w,

etc. (Zie het bewijs van stelling 13.)

Stelling 21 (Rolle) (Standaard). Is f(x) gedefini&erd en continu op
[a,b] en differentiferbear in (a,b), en f(a) = £(b), dan is er een c,
c€ (a,b) zodat f£'(c) = 0.

Stelling 22 (Middelwaardestelling). Is f(x) gedefinié€erd, continu op
[},b] en differentiéerbaar in (a,b) (a # b), dan is er een cé& (a,b)

£(b) - f(a)

t
me b - a

= f'(c).

Deze stellingen, evenals de uitgebreide middelwaardestelling, zijn een-

voudig te bewijzen.
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Integreren

Is f(x) een standaardfunctie, continu in a < x < b, a en b standaard,

a < b,

Een fijne verdeling van (a,b) is een rij {xo, X cees xw}, we N met:

19
o0 = & X, = b en X; = xi_1 = Q.

1< ] ==> xi<xj,x
Er zijn inwendige verdelingen, bv. die uit het bewijs van stelling 20.
Zij m = {xo, ceos XW} een inwendige verdeling, & = {51, ceey €W} een
inwendige rij, zodat Xj i-£j+1 :_xj+1 voor J =0, 1, ¢ue., Ww=1, dan
definiéren we:

S(m,g) = ).

Heas

: f(&J)(xj T

J
We kunnen nu een beroep doen op de standaard-theorie over 1integratie,

0

ofwel bewijzen, dat “S(m,£) bestaat en dat de keuze van w niet ter zake

doet, mits we N NN

In het eerste geval:

Stelling 23. Voor iedere inwendige verdeling en voor iedere £ als
gencemd geldt:

fb 0
| flx)dx = "8(m,t).
‘a

Bewijs. In R geldt:

(Ve > 0)(ds » 0)(V{x [ )[(Vj <n)(xy =anx =DA

ili=0
b

A X. <& 1] < §) ==> || f(x)dx -
A _ J

J

N < B . = X
o1 S Egeg D ey - X

n
- 1 oele) (g = x )] < el

e n S
Deze bewering geldt ook in R . Neemt men nu voor {Xi}izo een fijne

verdeling m dan geldt Xj & xj_1, zodat

b W
}J f(x)dx - HZ f(ﬁi)(xj - xj_1)| < g
a J=1
b
voor alle standaard € > O. Dus f(x)dx = S(7m,£).
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Volgen we de tweede manier om de integraal in te voeren dan moeten we
voor S(m,f) aantonen (a) eindigheid en (b) onafhankelijkheid van 7 voor
0
s(n,g).
(a) £(x) is op [a,b] continu dus begrensd. Voor elke oneindige r > O
geldt dan |[f(x)| < r, dus [S(m,&)] < r(b - a).
Hieruit volgt dat |S(n,t’,)] kleiner is dan alle positieve oneindige
getallen en dus eindig.
(b) 2zij m' een verfijning van m, &' de bijbehorende rij en

1 1
xs < ik < eee < él < %;,q» X35 X, punten van T.
Dan geldt voor alle v(k <v < l)f(iv) = f‘(E;i) wegens de continuitelt

ven f. Zij m, = max |[f(€.) - (£ )| enm = max m, (deze maxima
i , i v . i
k<v<l O<i<w
bestaan volgens de redenering in het bewijs van stelling 19) dan is

m. = 0 en dus ook m * 0O, Het is gemakkelijk na te gaan dat

|8(m,e) = S(n',6")]| <m(b - a) dus S(n,€) = S(n',&").

De rest wvan het bewijs verloopt op de gebruikelijke wijze.
(X )
Stelling 2h. Als f(x) continu is op (a,b) dan bestaat | f(x)dx

en F'(x) = f(x). ‘a

!
il
S

Bewijs. Is Xy standaard, a < x, < b, en h > 0, standaard met x, + h < b,

X +g 0 -
O ‘
dan is F(xy +h) - F(x) = ( £(x)dx.
'x
0 .
Neem xs = %, +(§/w) *h, 0< j<wengs= {g1, cens gW} met éj = Xy
dan:
0 w O1 w_,\qr ‘
F(xyth) - F(x,) = (321 f(xj_1)(xj - xj_1)) =h (= jiw f(xj_1))-

Stel f(x) neemt op lxo, xo+h| in £', £" het absolute maximum resp.

minimum aan, dan:

o)

F(xo+h) - F(x
) < £(g"), zodat f(&') <

£(g") =< : 3=1 — h

< £(g").
Is h infinitesimaal, dan is x., = &' = g", dus f(&') = f(xo) = £(g"),

0
F(xo+h) - F(xo)
zodat 5 = f(xo).
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Is de standasardfunctie f(x) gedefiniderd en continu op Ea,“), a standaard,
dan 1s m.b.v. stelling 6 eenvoudig te bewijzen:
’pOC

Stelling 25. Yodig en voldoende voor het bestaan van } fix)dx 1s, dat

‘a
PG
. fi{x)ax = 0 voor ¢,n > 0, oneindig.
J
n

Stelling 26. f(x) is gedefiniéerd en continu voor x > a, W 1s een vast

—
getal &« N N N. Dan is er een oneindig positief getal b, zodat voor

N, met a < n < ¢ < b geldt:

e c o ¥ 1
| of(x)dx = =2

J
n J

fiaal
C e

f(x.), waar X._, =

o

He-—i

0

Bewijs. Is n eindig, dan geldt voor ¢, d willekeurig, a < c < d ¢ n ==>

rd . W1 -
(| flx)ax - =2 7 #(x.)) = 0, dus in R geldt:
‘e =0 ¢
d W=1 4
n. J flx)dx - ( z f(x.)) — CI < 1als x., =c¢ + (j/w)ld-c).
c J=0 J v J

Noemen we deze bewering, waarin w docor m wordt vervangen, X(n,m),
(waarbij X(n,m) in de formele schrijfwijze van onze taal), dan geldt
in B: (Vm)[((Fy)  Xyom)) == (32)(Vx)((x < z) == X(x,m))A

A=X(z,m))| en deze zin geldt ook in R", dus:

i

Als X(y,w) geldt voor enige y, dan is er een nOe-N”, zodat ny het
kleinste getal in N waarvoor X(3,w).
Voor ne N geldt steeds X{(n,w), zodat, als 2y bestaat, dan is n,e N~ N,

Neem b = ny - 1 als ng bestaat, anders willekeurig > 0, en oneindige¢ Rk.
rd _ W1
Steeds geldt dan: || f(x)dx - d = < Z f(x.)| < 1/n, voor alle c, d

‘e j=o0 J

met & < ¢ <d < n, dus voor n = b geldt:

d W1

joh)
I
(@]
i t~131

f(xJ) voor a < ¢ < 4 < b.

‘e j=0
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Stelling 27. Voor f(x) als eerder genoemd, geldt: { f(x)dx bestaat
‘a
dan en alleen dan als voor een oneindig natuurlijk getal w en voor een

oneindig positief getal b in R geldt:

w=1
, . - ‘
voor alle ¢, nmet n < ¢ < b en n, L oneindig, 1s 2 - Z f(xj) = 0.
.20
{QJ ,
Bewijs. "»": voor alle positieve oneindige ¢, n geldt | f£(x)dx = 0
— J
n

5 [ > - o
volgens stelling 25. Is w willekeurig uit N~ N en b als in de vorige

stelling, dan:

¢ - "% s
als a < n < ¢ <Dbdan y f(x.) = | flx)ax.
j=0 7 n
Dus voor n, ¢ oneindig 1s
W
=0 7 f(xy) = o
j=0 Y

"<": Neem aan dat de voorwsarde vervuld is.

Voor de gegeven w en voor voldoende kleine b' > 0, b' oneindig, geldt
3 4

- Lof(x.) = f(x)dx voor a < n < g < b'.
= n

c
dus: voor alle n, ¢ (oneindig) als n < ¢ < min(b,b') dan 1‘ f(x)dx = 0.
J
. n
Voor willekeurige standaard € > O en p& NN\ N geldt dan:

rc
als p < n < ¢ < min(b,b') dan || f£(x)dx| < e.
J
n
Noem P de verzameling van alle peN* waarvoor dit geldt. P is inwendig,

dus bevat een kleinste element, dat eindig moet zijn, zodat

1l

c
Vel T (Vn)(Ve)n < n < ¢ <min(b,o0) == || £(x)ax| < ¢).
J

Dus: zijn n, ¢ standaard, dan geldt: als n < n < ¢ dan |J2 f(x)dx| < e.
Dit is waar in R*, dus in R, maar daar is het nodig en vofdoende voor

convergentie.
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Stelling 28. {sn] is een standaard oneindige rij.
Als er een ve N\ N is zodat sn = 0 voor alle n < v, né NN N, dan 1is

lim s = 0 1in R.
n

n—)CXJ
De eis van deze stelling is zwakker dan die uit stelling 3, het bewijs

gebruikt de methode uit het tweede deel van het bewijs van stelling 27.

Differentialen

{a], ooy an} is steeds een verzameling getallen uit R*; n& N,

a = max (laTI, cees ianl).

< s es ; =J . . © 1
We definiéren O(a;, -.., an) r.a, t ...+ rpé s T, MO voor 1 < i < nj

— J . 3 g |
ola o0 a, = r.a. + .. *+r a r. M voor 1 < 1 < nj.
( 1° ’ n) ¢ 1 nn’ 1 1 - B j

(MO is de verzameling van alle eindige getallen ult R*} M.l die van alle
infinitesimale).

Het 1s duidelijk, dat 0(1) = MO, o(1) = M1, O(a1, RPN an) = 0(a)
(idem voor o).

O(a) en o(a) zijn additieve groepen.

Neem een afbeelding ¢ zodat ¢(m) = ma, dan 1s ¢ een isomorfisme
MO - 0(a), en ook M1 - ola).

Dan is 0O(a)/o(a) iscomorf met de additieve groep R.

Is y = f(x) een inwendige functie, gedefiniderd in (a,b) met (a,b)
standaard, en is dx > O infinitesimaal, dan definiéren we:

dy = af = f(x + dx) - f(x). Algemeen: doy =y, d% = d(dn-1y),
gedefiniéerd op a < x < b - n * dx.

Zijn x, f(x) standaard, x ¢ (a,b) dan geldt:

als f(x) differenti&erbaar in x dan geldt %% = £'(x).

Onder nader te bepalen omstandigheden blijkt

n

é_% = f(n)(x) te gelden, hetgeen impliceert dat (a%/ax") - £
dx

Dan geldt ook: dny - f(n)(x) ax"e o(dxn), dus dny = f(n)(x) mod o(ax™).

(n)(X)& o(1).

Stelling. Bezit f(x) binnen het definitie-interval [g,B] continue n° orde
afgeleiden, a, b, n, standaard, dan geldt voor eindige reéle x met

Oxe‘(a;b): dny/dxn = f(n)(x) en dny = f(n)(x)dxn mod o(dxn).
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Bewijs. Voor a < x < x+nh < b in R geldt volgens de klassieke gegenera-

liseerde middelwaardestelling:
(39>w <6 <1Aé~7r—*=:én%xﬂwh»

waar Anf(x) de n° differentie is.

. . L n n . n
Dit geldt in R, dus in R . Neem h = dx , dan wordt 4 f(x) =4dy, en
Q" (n)
“4% =T (x + nbdx) (0 < 8 < 1).
dx \
Bovendien geldt: ox &la,b), f(n)(x) continu 1in Ox dus f(n)(ox) = f(n)(x) =

= f(n)(x + nbdx), dus (dnY/an) = f(n)(x)'

Totale differentialen

7i] f(xj, ceas xn) een functle van n variabelen in R, (€1, ooy gn) een

punt zodat het gebied bepaald door E (xi - Ei)g i_rz geheel binnen
i=1
“ v v * o a
het domein van f ligt. Deze functie f kan tot R worden uitgebreid.

Stel?ing. Is f;x1, cees xn) als g;niemd, en continu in (&1, . &n) dan:
L LI ) ~ ! ! >
als L(x1 £1) +oee. + (xn gn) } 0 dan f(x!, «.c, xn) f(£1, ces &n).

Stelling. f(xi, cees xn) is een standaardfunctie, die continue eerste afge-

leiden bezit binnen het genoemde definitiegebied om (51, e &n),

(Ei, r standaard). Noem (x%, ceas xé) = x', x' binnen het definitie-inter-

val, dan:
0 .
als xi =& (1 =1<n)en dx.5 «+., dx allen = 0
_af of
dan arf (3;: N dx, + .o+ (axn)x' dx mod o(dx1, eees Ax )

waarbij df = f(x% +AX s e, xé + dxn) - f(x%, cees xé).

Bewijs. (x!', ..., xﬁ), (h1, cees hn) zijn standaard, zodat (x% + h1, oo

cee, xg + h_) in het definitie interval. Noem f(x! + h,t, ..., x' + h t) =
n 1 17 > n n

= g(t), dan is

dx dx
of 1 of n af of
"(t) 2 —=——— ¢+ ,,. + = -l -
g'(t) 3X1 dt an dt 8x1 hT e an hn (xi B xi * hit)'
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De middelwaardestelling geeft dan:

1) - 0) = ' v 1 _ - Ef_
g(1) i;) f(x} + h, s X +h ) - £lx!, "”Xr'l)‘(ax1) B+ ...
e + (3;“ hn,

1

waar de parti€le afgeleiden in het punt (x% + 6h1, cees xé + ehn)

(0 <8 < 1) 21jn genomen.

> . -
In R kiezen we (x%, oo xé) zodat xi = gi, we nemen hi = dxi * 0, niet
allen gelijk aan O.

af = f(x; + dx], cens xé +dx ) - f(x%, cees xé) (de totale differentiaal)

voldoet aan:

3F . 3 o 3F Y
ar = <EGF—) dx1 S (Eé”) dxn + E ridxi waar r, = (gi—) - %i_) .
10 n o0 i=1 X8 %0

Alle ry zijn infinitesimaal: is (‘af/axi)g de partiéle afgeleide van

f(£1, ceos gn) dan 1s volgens de vorige stelling:

3f of » 2.3
(==—) = (=) als (J(x! - £.)9)% = 0,
dxi 0 Bxi £ 1 1
en evenzo (éi;ﬁ = (éi;ﬂ , zodat (Bf ) = (Bf ) , dus r. = O.
9X. 9x%. 9X. 9X. 1
16 1 £ 10 10

Dan 1s ook r1dx + oe.. + rndxné;o(dxq, ceay dxn), dus

1

d of
) dx1 + ..+ (5574 dxn mod o(de, cees dxn).

10 n O

H

af = (

Q

X

Flementaire differentiaalmeetkunde

Een kurve K in een driedimensionale ruimte met reéle assen (standaard),
wordt bepaald door x = x(t), vy = y(t), z = z(t) met 0 <t < 1, x(t),
v(t), z(t) bezitten continue afgeleiden van t & [0,1].

Bij overgang naar R* kiezen we een positief infinitesimaal getal dt,

en dan geldt dx = x(t + dt) - x(t), etc.

7ij P = (x(t), y(t), z(t)) en P' = (x(t+dt), y(t+§t), z(t+dt)) dan is

2 + dze)E

L

2
de lengte van koorde PP': ds = |[(dx™ + dy
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Een punt P heet standaard, als de codrdinaten van P = (x,y,2) standaard
zijn. Zijn A, B twee standsardpunten op K, met resp. t = a ent = Db,

0<a<bc< 1, aenb standaard, dan bepalen we het polygoon P P

0r s B
als volgt:

Pj = (x(tj), y(tj), Z(tj)) en tj =g+ jdt =a + 5(2359 weEN\ N, w vast.

We nemen d(xj) = x(t3+1) x(t.) (§ < w=1) etc., zodat de koorde PJPJ
|{d(x ) a( j)2 + 4( 25 )z}él heeft.

Dan is de lengte 1 van het polygoon:

+1

een lengte dsj

o=

W= w=1 dx. 2 dz. 2 dt (we nemen verder
1= 7 as, = § {(=4) + .00+ (=) |

l o e 0

j0 9 50

steeds de positieve wortel).
De lengte van boog K van A tot B wordt door 01 bepaald; we kunnen dit

beschouwen als definitie, of afleiden, uitgaande van de definitie uit R.

We gaan het eerste geval na.

Volgens de middenwaardestelling geldt: dx = x(tJ+1) - x(tj) = x'(tj+9dt)

(0 <8< 1), en vanwege de continuiteit van x'(t): '(tj+6dt) = x'(tj)
dus (dxj/dt) = x'(tj), etc., dus

s = (G (e)) + 607+ (i) + 1%+ (2r(e) + cj)g}% &t =

;
= {x'(tj)2 + y'(tj)2 + z'(tj)2 + pj}E at . (Ej, Ny cj, oj zijn infinite-
simaal ).
s ~ = J (5! 2 1 12 ' 2,3 1
Dan is er een Uj = 0 zodat dsj = 1(x (tj) + v (tj) + z (tj) )+ Oj}dt.
Isnuo= max |0,|, dan is
0<j<w=1
W1 _— W=l 5 5
1= ) as, = ) \/w(tn)dt + ) 0. dt waar w(t) = x'(£)° + y'(£)° + z'(¢)
j=0 9 3=0 d j=0 Y
w=1 wu1
| Z o, at| < lo| dat = o(b - &) = 1, en o infinitesimaal, dus ook Tt.
j=0 “O
w1 1
Dus is er een A = 0 zodat 1 = | (w(tj))édt + A, \Jw(t) is continu in
]g,bj dus J=0
0 w-1 1 fb
(] (e, 0? at) = | \fwlt) at, zodat
j=0 J ‘a

b 1
% - J {x'(t)2 + y'(t)2 + z'(t)z}ﬁ at. q.e.d.
a
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Bepaling van de raaklijn aan K; stel w(t) # O binnen het definitie-

interval. P = (xo, Yoo zO) met Xg = x(to) etc, t, standaard en 0 < t. < 1.

0 0
dt = 0, we nemen verder x1 = x(to + dt) ete, dx = X, = Xg» etc., en wel
zo, dat Q = (XT, Voo 21) ook op de kurve door P ligt.

1
Dan is PQ = A = (c11x2 + dy2 + d22)§ = {(x'(to+61dt))2 + (y’(to+62dt))2 +

+ (z'(to+e3dt))2}§ dt en 91, 62, 63é(0,1).

Vanwege de continuiteit van x'(t), v'(t), z'(t) geldt: a/dt = (W(to)) >

of—

dusA/dt 1s niet infinitesimaal.

In parametervoorstelling is de bepaling van de rechte door P en Q als

volgt:
3 dx dy dz . ..
= + = — = ——
(1) % Xg t - Ly =yt AT 2 =gt T, waaruit blijkt, dat
dx x' (1)
ST etc.
(w(ty))°

Voor standaardwaarde van 1 ligt het punt, bepaald door (1) infinitesimaal

dicht bij dat, bepaald door

x'(to)
(2) x = Xy + ———T7 1 etec.

(w(ty) )e

Algemener: het punt, bepaald door (1) voor willekeurige eindige t is

) 0
bijna gelijk aan dat, bepaald door (2) voor 1.

Nemen we (3): x =& +at', y=n+ 81", 2=¢+yr', waar &, n, &, a, B, Y
standaard, en a, B, Y zijn richtings-cosinussen, en t' 1s een parameter.
Stel dat voor iedere eindige waarde van 1 in (1), het bepaalde punt bijna
gelijk is aan een standaardpunt, bepaald door (2).

Als 1 = 0 in (1) correspondeert met t' = té, dan is Xq = £+ aré ., etc.,

dus (3) wordt:

x = x5t al(t!' —416), ete.
Stel, 1 = 1 correspondeert met ' o= I%, dan:
0,dx, _ -
(=) = a(r] ro), etc.



5L

. 2 ‘ .
Dit geeft dan (t! - t!) = 1, dus a = O(%E), B = O(%x), Yy = O(QE),

1 0 A
wanneer we m.b.v. de parameter voor het +-teken zorgen.
0 X! (tg) ;
Dan is ~(dx/4) = ——— etc., zodat (2) en (3) gelijk zijn.
(w(ty))

De tangent door P aan K wordt dan bepaald (of gedefiniderd) als de
unieke rechte 1 in R, zodat voor ieder eindig punt p op de rechte

door P en Q (Q bijna gelijk P) een punt g op 1 bestaat, dat oneindig
dicht bij p ligt.



Colloguium "Onderwerpen uit de Modeltheorie"

Spreker E. Wattel

Niet-standaard Topologie

§ 1. Standaard en niet standaard topologische ruimten

Definitie 1 (standaard) Een topologische ruimte is een verzameling
X, tezamen met een uitgekozen stelsel van deelverzamelingen T, dat
voldoet aan de eigenschappen:

le. X € 7

2e. ¢ e 7T

3e. Als AeT en BE T dan ook AnNB e 7

be, Als¥ cT dan is ook V{ U JUeyle 7

In de standaard topologie is het gebruikelijk om de structuur als
vol te beschouwen, wat aanvankelijk wil zeggen, dat alle deelver-
zamelingen en alle verzamelingen van deelverzamelingen enzovoort

zonder extra aannamen in de beschouwingen kunnen worden opgenomen.

Om tot de niet-standaard topologie over te gaan, zullen we moeten
bekijken, op welke wijze dan de vergroting van (X,7") zal kunnen

worden gedefinieerd.

Expliciet: We nemen aan:

Er is een taal /\met een deelcollectie K, zodanig dat K alle
zinnen bevat die gelden in (X,7 ), waarmee we bedoelen een volle
structuur (XIQ met een uitverkoren element j“e.X((o)) dat voldoet

asan le, 2e, 3e, lLe.

Uit blz. 11-20 volgt, dat als de verzameling K een model heeft,

(X, 7) dan zijn ook vergrotingen van (X,7) modellen van X, en in
het bijzonder de vergroting t.o.v. alle samenlopende relaties.
Noemen we deze vergroting (X*, ’_T)‘) dan heeft (X*,T*) de eigenschap,
dat elke samenlopende relatie in (X,7”) een inwvendig object in

(X¥;'7;*) definieert, dat niet in (X,7 ) aanwezig was, die bovendien
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een naam krijgt, in H o J K.

Het is duidelijk dat een zin, die formuleerbaar is in A((X,7)),
. e

dan en slechts dan geldt in (X,7T ) als zij ook geldt in (X ,7T ).

Nu bezien we eerste de zinnen uit K, die garanderen dat (X,7 ) een

topologische ruimte is.

1) ¢ ((0))(’!", X) (X zit in T, oftewel X is open)
2) 0((0))(7', ¢) (¢ zit in7, oftewel ¢ is open)
_3_) (@((O))(Tg U)AQ((O))(T, v)) ""b((o))ﬂ’, unv).

(Als U open is en V is open, dan is ook UMV open. UMV is

apart te definieren als (Vp)(b(o)(Uf\V,p) z (Q(O)(U,p)/\ ¢(O)(V,p))°)
1) (W)(VU)(VwMVp)(¢((O))(7,U)+¢((O y TS0 oy (W,p)=
E(EV)(Q((O))(ﬁf,V)/@(O)(V D)) +<I> 'r, W))e

(Als ¥ een deelcollectie vanT is, dan is de verzameling W, die

de vereniging is van alle elementen van ¥, een verzameling uit

7.

Deze formules zitten in X, en daarom zijn de formules ook waar
voor (X*,’]'*)., In de taal /A bestaat echter de * niet, en symbolen
met of zonder ster, zijn identieke symbolen in K.

De formules voor (X%, T*) z1jn door het plaatsen van sterren te

verkrijgen uit de formules voor (X,7"). Als voorbeeld:

*

). (WO NuMw) (V) (o
> ((«b(o)(w,p) = v

°((0)) 50> (0)) T 5 U .
)(2((0)) VA0 (T,0)) >0 0 (T, W),
Hierbij lopen de variabelen over de objectsymbolen van H 1—6 Dit
impliceert dat hier in l& alleen een eis staat voor die stelsels
open verzamelingen, die te formuleren Zl,jn in Hl—(—) Een vast voor=-
gekozen punt p uit (X,T), geat in (X T' ) over in een punt, want
het is formuleerbaar in A\, dat het kardinaalgetal van de verzameling
{p} precies 1 is, en zo gaat ook elke eindige verzameling over in
een verzameling met eindig veel elementen. Het is echter binnen H]'é

niet uit te maken, op p in (X,7) voorkomt of niet,
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Een verzameling U uit (X,7 ) zal overgaan in een verzameling vt
o * * ° ©

uit (X ,T ), die echter niet steeds behoeft te bestaan uit de

verzameling van punten van (X,7”), die erin bevat zijn, want bij

een oneindige verzameling is steeds de samenlopende relatie:

(Vp1)(\/p2) (Vpn)(‘b(o)(u, p)A M.../\Q(O)(U,pn))(aq)(Q(O)(U,q)/\
AQ(O,O)(#O’ P1sq.)/\ oao/\q)(o’o)(#o, pn,q))

wvat betekent, dat bij elk eindig aantal punten uit U, er steeds
een punt is aan te wijzen, ongelijk aan elk van het eindige aantal,
dat toch in U ligt, wat impliceert, dat er ook een punt is in U*,
dat ongelijk is aan alle standaard punten van U.

Op volkomen dezelfde wijze zit in elk oneindig stelsel (open)
standaardverzamelingen ¥ uit (X,7°) in & wit (X, 7T ) een niet-

standaardverzameling.

In het bijzonder is voor de niet-standaard topologie de verzameling
van alle open omgevingen om een vast voorgekozen punt belangrijk.
Zij p een punt uit (X,T ). De verzameling O; van alle open omgevin-
gen van p is gedefinieerd en heeft een naem in K.

De doorsnede van elk eindig aantal open verzamelingen uit (X,j.)
bevat weer een open verzameling uit (X,7 ), wat dus voor (X%,T*)
betekent: Er is een verzameling w*, die een open omgeving is van

p, en die bevat is in alle U*, die de vergroting zijn van zekere

U uit @ .
b

We kunnen nu gaan beschouwen de verzameling van alle standaard
open verzamelingen van p, ook al is dit niet mogelijk binnen de
taal o

De doorsnede hiervan noemen wij de monade van p, en die bevat
dus een inwendige omgeving ven het punt p. Wij noteren de monade

van een standaardpunt p als u(p), en we hebben dus bewezen, het:

Lemma: Binnen de monade u(p) van een standaardpunt p ligt een

¥ 4 .
inwendige open verzameling, van (X ,7° ) die p omvat.
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Stelling 1: Als voor twee standaardpunten p en q geldt: q € u(p)
dan geldt: wu{q)€ u(p).

Bewijs: In (X,T) geldt:elke open omgeving van p bevat g, dus elke
open omgeving van p bevat een open omgeving van q duz-‘./\Oqu'\Op

wat in (X*, 77} betekent: u(q) ¢ ulp).

Stelling 2: Een verzameling U in (X,T ) is open, dan en slechts
dan als geldt voor alle p uit U : wu(p) c U in (X*,T*)o
Bewijs: U open in (X,T) en pg U, dan is er een standaard open
omgeving van p, die in U zit, dus de monade van p zit in UMD0
Stel andersom: U% bevat alle monades van alle punten p uit U,

Dan geldt voor elke vaste standaard p de zin volgens het lemma:

3% C %
2(0) (Vs PIEVIO((0))(To VINe(g) (Vs 2IA%((0)(0)) {(5) 2 Vo U )
(als p in v zit, dan is er een open omgeving van p, die ook

3 * ©
nog in U zit).

3%
Deze zin is geldig in (X*,T) dus in K, wat daar impliceert, dat

U omgeving is van elk van zijn punten, dus open is.

Gevolg: Een verzameling G uit (X,T) is gesloten, dan en slechts

- t % > kol

dan als voor alle p uit X\G geldt, dat u(p)C(Xa\hG ) in (X , T ).

Bewijs: Het complement van een verzameling is definieerbaar in K,
% 3%

en dus als G inwendig en gesloten is dan en slechts dan is (X%\G )

inwendig en open, en zowel (X\G)VG =X als (X\G)NGC =¢ geldt in K,
3% x* % 3% 3 3%

dus ook (X\G) UG =X en (X\G) NG =¢, dus: (X\G) = X \G . Nu

volgt de stelling direct uit (2).

Gevolg: Een standaardpunt p ligt in de afsluiting van een standaard-
verzameling A, dan en slechts dan als u(p)r\A*# 8-
Bewijs: Volgt uit gevolg 1 en stelling 1.

Gevolg: Een standaardpunt p ligt op de rand van een standaardver-
zameling A, dan en slechts dan als p(p)A A*# den u(p)»kﬂA?ﬁ%

Bewijs: Uit twee maal toepassen van de vorige stelling.
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Stelling 3: Als S een verzameling is in (X,7”), dan bestaat er een
interne open verzameling V in (X*,j'*) zodanig dat Sﬁinu(S)
waarblg u(s) de doorsnede is van alle standaard-open verzamelingen,
die S omvatten.

Bewijs: Binnen de doorsnede van elk eindig stelsel open verzamelin-
gen, die S omvatten, ligt een open verzameling in (X,T ). Dit is

een samenlopende relatie, zodat voor (X*,U'*) het gestelde volgt.

Stelling L: Een topologische ruimte (X,7) is dan en slechts dan
een T% ruimte, als voor elke twee verschillende punten p en q uit
% geldt in (X%,T*):p@(q)o

Bewijs: Stel (X,7) is T,, dan is er om q een omgeving V_, die p
niet bevat, dus zeker geldt in (X7 7‘ p¢u(q)

Stel voor alle standaard p en q uit (x* ,7’ ) dat als p # q,p¢u(q)
Kies twee vaste punten Py en qys €n neem aan Py en 9 zijn
individuele constanten in K. Volgens het lemma

ligt er binnen u(qo) een 1nwend1ge open verzameling om q,¢ Daarvoor
geldt de zin uit K: (3v)(¢((0) (’J" V)/\<I>(O)(V,qo)/\ <I>(O)(V,p)) en
deze zin is ook geldig in (X,7 ), zodat voor elke twee punten in
(X,7°) is er een open verzameling, die de eerste niet bevat, maar

de tweede wel. Dit betekent dat de ruimte T1 is.

Op dezelfde wijze is te bewijzen:

Stelling 5: Een topologische ruimte (X,7T) is dan en slechts dan

Hausdorffs, als voor elke twee standaardpunten p en g geldt:

u(plru(q) = ¢.

Stelling 6: Een topologische ruimte (X,7 ) is dan en slechts dan
Regulier, als voor elke gesloten verzameling S en elk punt erbuiten,
pin (X,7T) geldat: u(S)u(p) =6 , in (X, T7)

(Voor definitie u(S) zie stelling 3).
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Stelling 7+ Een topologische ruimte (X,7) is dan en slechts dan

normaal, als voor elke twee disuncte gesloten verzamelingen S en

R in (X,T), in (X, T ) geldt: u(SWu(R) =o.

Stelling 8 Een topologische ruimte (X,7°) is compact, dan en
slechts dan als elk punt van (X*,T*) in de monade van een standaard-
punt ligt.

Bewijs: Stel (X,T) niet compact, den is er een open overdekking
van (X,T"), die niet kan worden uitgedund tot een eindige deel-
overdekking. Noem deze overdekkingue

Dan geldt de samenlopende relatie: Voor elk eindig stelsel
verzamelingen uit U is er een punt, dat niet in de vereniging van
die eindig veel elementen ligt.

Dit impliceert: In (X*, 'T*) ligt een punt 8 dat niet in de ver-
eniging van alle U*,‘ met U & W ligt, dus voor elk punt p uit

(X, 77) is een omgeving V aan te geven, zodat 8 € V*, dus B&u(p)

dus S ligt niet in de monade van enige p uit (X, 7).

3% 6
Omgekeerd: Stel er is een punt § in (X ,T° ) dat niet in de monade
ligt van enig standaard punt p, dan is er om elk standaard punt

p in (X, T) een open omgeving Up, zodanig dat ,Sé—Up . Deze collectie

iUp} overdekt X, Stel (X, T) was compact, dan was er een eindige

deelcollectie U_ , U, U ... U die ¥ overdekte. Deze regel
. T P,

is formuleerbaar in K, n.13:

Vale, .\ (X,q)=(¢

( Q) (O)( ,Q) ( (0)(Up1’ Q) V¢(0)<Up2, Q_)V 6000 Vd’(o)(Upng Q.)>9

dus:U“ v U%UcoevU* = )?é
D, Py 1

e

e
3¢Up \JUp \Jw.\JUp . Dit levert een tegenspraak, dus (X,7T)

kan niet éompagt zijn.

X

Opmerking:
Een punt, dat in de monade van een standaard punt ligt, noemen wij
wel "Bijna-standaard", zodat de stelling kan worden geformuleerd

als:

De topologische ruimte (X,7") is compact, dan en slechts den als
3 3%
elk punt van (X , T )bijna standaard is.
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Colloguium "Onderwerpen uit de Modeltheorie"

Spreker: E. Wattel.

2. Rijen en Filters

In de analyse is het gebruikelijk om na te gaan of een verzameling ge-
sloten 1s door te controleren, of elk verdichtingspunt van de verzame-
ling er toe behoort.

Dit gebeurt met behulp van rijen, die gelegen zijn binnen de verzame-
ling. Een verzameling is dan en slechts dan gesloten, als elke rij, die
birnner de verzameling ligt ook al haar verdichtingspunten in de verza-
meling heeft.

Dok in de topologie is de rij te definiéren, en de rij convergeert
naar een punt p, dan en slechts dan als in elke omgeving van p bijna
alle termen van de rij liggen.

In de niet standaard topologie is een limiet van een rij te definiéren
als een punt v zodanlg dat voor alle né;H*\N geldt: pné;p(p) evenals
dit 1s gebeurd in de voorgaande hoofdstukken van de syllabus.

Er komen echter twee moeilijkheden.

te, Een riJ kan convergeren naar meerdere punten.

2e. Het 1s mogelijk, dat een verzameling niet gesloten is, hoewel elk
verdichtingspunt van elke 1rij binnen de verzameling tot de verzameling
behoort.

De eerste moeilijkheid is inhaerent aan het begrip topologie, en deze
levert verder weinig consequenties.

Om de tweede moeillijkheid te ondervangen, heeft men generalisaties van
rijen 1ingevoerd.,

te. De Netten (E.H. Moore, H.L. Smith. Zie b.v. Kelley en Robinson).

2e. De Filters (H. Cartan).

De beide generalisaties zijn onderling equivalent, maar in de niet-

standaard topologie heeft het gebruik van filters voordelen.
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Definitvie: Een stelsel verzamelingenfy:heet een filter indien:
le) AEF en BESF = anBeTF.

2e) A€F en ACC = CeF.

3e) P&

Een stelsel verzamelingen Dheet een filterbasis indien:
AED en BED =>-3C : CED en CCANB.
¢ &D.

Het 1s duidelijk, dat het stelsel van al die verzamelingen., die een
deelverzameling hebben die in een gegeven filterbasis WP ligt, een fil-

ter is. Deze filter is de filter die door (b wordt opgespannen.

Een filter ¥ 1s bevat in een filter % dan en slechts dan als elke ver-
zameling, die in F zit, ook hn% zit. Wij zeggen ook wel, dat % &

onmvat.

Een filter, die niet bevat 1s in een grotere filter, heet wel een

Ultrafilter.

Voorbeeld: In een willekeurige topologische ruimte, vormen alle verza-
melingen die een open omgeving van een vast punt p bevatten, een filter.
Deze heet de omgevingsfilter van het punt p. We dulden hem meestal aan
net .

A

Alle open omgevingen van p vormen een filterbasis.

Nu definiren wij: Een filter F convergeert naar een punt p dan en
slechts dan als elk element van de filter \)L een element van de filter

F vevat.

Anders geformuleerd: Elke omgeving van p bevat een verzameling uit F.

Stelling 1: Een filter OF in de ruimte (X, D) convergeert dan en slechts

dan naar een punt p, als in (X, T7") een inwendig element FCfSF*‘bestaat,
zodanig dat FC(p).

Bewijs: a) Zij & een filter, die naar p convergeert, dan ligt binnen de

doorsnede van elke eindige verzameling van omgevingen van p een element
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van . Dit 1s een samenlopende relatie, en daarom kunnen wij conclu-

deren dat er in (X ,J° ) een element van G5 binnen de doorsnede van
alle uitbreidingen van omgevingen van p zit.

In formule is dit precies: (IF);(FEF )A(Fc ulp)).

b) Neem aan: GF)(FQ?*)/\(FC_H(p)).

Kies een willekeurige omgeving U van p in (X, J).

Dan geldt in (X, 97 FCulp)cU™, dus geldt de zin in K:
AF)(FeF ) (FeU ).

Deze zin is vertaalbaar voor (X,T) : GF)(FEF)(FCU)

wat wil zeggen; Voor elke willekeurige doch vaste open omgeving van
p, U bestaat een element van het filter fF, dat binnen U gelegen 1is.

Dus de filter & convergeert naar het punt p.

Een punt p heet adhaerentiepunt van een filter F indien elke open ver-

zameling om p elk element van ¥ doorsnijdt oftewel als
(}'p = {FF\Vp]Fé T, Vpé\ji)} een filter 1is.
Hiermee is direct bewezen: Als p een adhaerentiepunt van de filter

is, dan is er een filter ?p, die F omvat, en die naar p convergeert.

Stelling 2: In (X,T) 1s een punt p adhaerentiepunt van een filter F

dan en slechts dan als in (X*, T7) elk element van'¥ u(p) doorsnijdt.

Bewijs: a) Stel p is adhaerentiepunt van F.

Dan geldt: (YF){V)((FEFAVE ) » FAV # 0).

Deze zin is vertaalbaar voor (X ,T*)

V) (V) (FEFTInVE ™) - FOV # 0).

Er 1s een verzameling VI') van\}’;, die inwendig is en bevat in u(p).
Voor deze verzameling geldt (JF EF*)FHVE') # 0 dus zeker doorsnijdt
elk element van & , ulp).

b) Stel elk element van¥ doorsnijdt u(p). Dan geldt voor elk element
Uuit Vo in (X,T) V) ((FEFT) » (FOUT) # 0).

Deze zin is weer vertaalbaar voor (X,7) en daar betekent z1ij:

De ocmgeving U van p doorsnijdt alle elementen van de filter ¥ .

Dit geldt echter voor alle U, dus F heeft p als adhaerentiepunt.
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Opmerking: Er zijn verscheidene aequivalenten voor deze stelling.

Dit is mogelijk, daar de zwakke eis: (VF%ZT?v FAulp) # ¢, in (X,57)
impliceert, dat p adhaerentiepunt van Fis, en dus geldt in (X*;{Y*3
ook de bewering: (VFE’S—‘W (VVE\)‘*) FNV # 0, zodat we kunnen zeggen, dat
de eerste els de tweede implicegrt. Dit komt, omdat de eis: p 1s een

standaardpunt vrij sterk is.

Verder is het bij filters niet noodzakelijk, om indexverzamelingen te
beschouwen. Bij rijen bestaan deze indexverzamelingen wel, en wil men
op Julste wijze in de topologie over geindiceerde stelsels spreken,

dan zal men er rekening mee moeten houden, dat bij vergroting van de

ruimte alleen gebruik mag worden gemaakt van vergrootte indexverzame-

lingen. Wanneer er oneindig veel indexverzamelingen zijn, dan kan ook
de verzameling van indexverzamelingen vergroot worden.
Deze situatie doet zich voor bij het beschouwen van netten als conver-

gentiecriterium.

Stelling 3: Een verzameling A in (X, J") is dan en slechts dan gesloten,
als alle filters, die A als element bevatten, al hun adhaerentiepunten

binnen A hebben.

Bewijs: Volgt ommiddellijk uit Gevolg 1 van Stelling 2 van §1, en uit
de voorgaande stelling.

Stelling 4: Elke filter is bevat in een ultrafilter.

Bewijs: Zij & een filter in de volle normale structuur X( ) op de ver-

T

zameling X. Dan bestaat voor J* de samenlopende relatie
RW,p)iDpEF€$

VF WP WE) oo (P ((FEFNFETFIA ... A(F EF) - Ip)((pEF A
co- AlpeF ).

Er is in X dus een punt ¢ zodanig dat (€F " voor alle F uit F.

Bezie nu in ¥ de filter g van alle verzamelingen die ¢ omvatten, en
bezie verder de verzameling 7, bestaande uit alle standaardverzame-~

lingen, waarvan de uitbreiding in %'ligt.
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Bewering: U is een ultrafilter, die ¥ omvat.

Stel U 1s een willekeurige verzameling, die een element van U vevat,
dan zit zekere ¢ in U .

Stel U en V zijn twee verzamelingen uit Udan is U'NV = (UNV)” en
daar U*?\V*-het punt ¢ bevat, moet ock (Uf\V)*ﬂhet punt ¢ bevatten,

dus UNVE W. Conclusie: 1 is een filter.

Wegens het feit dat ¢ is gedefinieerd uit het filter ¥ geldt natuurlijk
ook ¥ is bevat in L.

Verder 1is U_een ultrafilter daar voor elke standaardverzameling V™ in
X*.geldt: of V*; of X*\Vw'zit illg, wat betekent: Voor elke deelver-

zameling V van X geldt: Of Ve, of (X\V)eW.

§3. Compacte verzamelingen

Een verzameling van een topologische ruimte is compact indien elke
overdekking van die verzameling met open verzamelingen uit de ruimte,
een eindige deeloverdekking bezit.

Het is duidelijk, dat ook hier de equivalentie geldt van §1 stelling 8
oftewel:

Een verzameling A van een topologische ruimte (X,J”) 1s compact dan en
slechts dan als in (X*,g;*) geldt: Elk punt van A*'ligt in de monade

van een standaardpunt.

Stelling 1: In de vergroting van een compacte Hausdorffruimte vormen

de monades om de standaardpunten een partitie van de ruimte.

Bewijs: Uit §1 stelling 5 volgt, dat elke twee monades disjunct zijn,

en uit §1 stelling 8 volgt, dat elk punt bijna-standaard is.

Gevolg: De topologische ruimte (X,J~7) i1s een compacte Hausdorffruimte,

dan en slechts dan als de monades een partitie van de ruimte vormen.

Stelling 2: Een compacte deelverzameling van een Hausdorffruimte is

gesloten.

Bewijs: Zij A een compacte deelverzameling van een Hausdorffruimte, dan

is in A" elk punt bijna-standaard, en daar bij een Hausdorffruimte de



monades disjunct zijn, moet dus wel gelden, dat van elke monade, waar-
mee A" een punt gemeen heeft, ook het standaardpunt in A~ ligt. Dit

is precies het criterium voor A is gesloten uit stelling 2 van §1.
Stelling 3: Een compacte Hausdorffruimte is normaal.

Bewijs: Zij G een gesloten verzameling uit een compacte Hausdorffruim-
te (X, T). Dan is G gesloten en compact. Bezle nu een overdekking van
G met om elk punt een omgeving. Deze heeft een eindige deeloverdekking.
De vereniging daarvan is een open verzameling om G. Noem deze U.

Bezien we voor al de op deze wijze verkregen verzamelingen U de U*,
dan geldt U oSG, en de doorsnede van alle U is u(G).

Steeds geldt: p\eJG p(p)c u(G), maar hier geldt ook: w(G)C ng ulp).
want: Stel ¢ & p\gG u(p),dan is om elke p&G een open verzameling Vp’
zodanig dat ¢ € V;. De vereniging van alle Vp overdekt G, dus is er

een eindige deeloverdekking met behulp van V_'s.

Maar bezien we deze overdekking van Vp's in (X7, 7) dan is het stelsel
eindig en overdekt G*, en de vereniging bevat ¢ niet. Hieruit volgt dus

dat u(G) = p\éJG u(p).

Nu is het bewijs verder triviaal, want, kies twee gesloten disjuncte
verzamelingen A en B dan geldt: = U L(p (B) = \J
g geldt: wn(A) I ulp) en w(B) oZB L(p)

maar nu geldt: de monades zijn disjunct.

Dus w(A)Nu(B) = @ en nu volgt de stelling uit §1 stelling 7.

Gevolg van het bewijs: Voor elke compacte verzameling C van een Haus-

dorffruimte (X,T°) geldt in (X, 7)) : u(c) = Igg_c uip).

Stelling 4: Alsg: en : twee topologieén zijn op de verzameling X, en
J 1(:9V2 dan volgt uit (X, 57) is Hausdorffs dat (X, 9\/2) 1s Hausdorffs
,i‘.-ve) is compact, dat (X, J.) is compact.

en ult (X 1

Bewijs: a) :,:cf; dus voor elk standaardpunt p uit X geldt in X :
p1(p?3p2(p). Daar steeds geldt: pj(p)ﬁ u}(q) =@ als p # q, geldt ook
ug(p)mue(q) = @, wat betekent, dat (X, SVZ) Hausdorffs is.
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) SZCISE dus voor elk standaard p geldt: u1(P):3u2(P)~
Als nu (X, ﬁé) compact 1is, is elk punt uit X*-gelegen in een monade
pe(p) voor zekere p, dus zeker in de monade 91(p) voor dezelfde p,

dus (X, J7,) is compact.

Voor de laatste stelling uit deze paragraaf zullen wij na moeten gaan,
wat voor soorten equivalenten bestaan van het begrip compact.
Hier volgt een lijst met de meest gebruikelijke. De bewijzen zijn alle

triviaal.

a) Elke open overdekking heeft een eindige deeloverdekking.

b) Elk stelsel gesloten verzamelingen met ledige doorsnede heeft een
eindlg deelstelsel met ledige doorsnede.

c) Elk stelsel gesloten verzamelingen , met de eigenschap, dat leder
eindig deelstelsel een niet lege doorsnede heeft, heeft een niet
ledige doorsnede. Een dergelijk stelsel heet wel een gekit stelsel.

d) Flke filter heeft een adhaerentiepunt.

e) Elke ultrafilter convergeert.

Verder heet een verzameling A compact ten opzichte van een stelsel ge-
sloten verzamelingen%g, indien ieder deelstelsel % van 8, waarvoor
geldt dat §?(J{A} gekit is, een nlet ledige doorsnede heeft binnen A.
Wanneer wij nu voor < een gesloten subbasis voor een topologie ) nemen,
dan kunnen wij ons afvragen: Bestaat er verband tussen de compacta ten
opzichte van & en de compacta in de topologie die f%voortbrengt.

Het antwoord 1s ja.

Stelling 5. Het lemma van Alexander.

Een ruimte is dan en slechts dan compact ten opzichte van een subbasis
€ van gesloten verzamelingen, als z1]j compact is ten opzichte van de

topologie, die door & wordt voortgebracht.

) Een stelsel verzamelingen f;heet gesloten subbasis voor een topologie

T, wanneer U7 bestaat uit: De lege verzameling, de hele verzameling en
alle verenigingen van eindige doorsneden van complementen van verzame-

lingen uit S.
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Bewijs: Het is duidelijk, dat als een ruimte (X, 9 )compact is, dat 21}
dan ook ccmpact 1s ten opzlchte van een subbasis voor de topologie.
Omgekeerd. Stel X 1s niet compact in (X, §7). Dan 1is er een niet-stan-
daardpunt ¢, dat niet 1n enige monade ligt van een standaard punt 1n
(X ,07).

7ij &' het stelsel van alle inwendige gesloten subbasisverzamelingen
in (X*,{T*) die ¢ omvatten. Dan is ' een gekit stelsel van gesloten
subbasisverzamelingen.

Bezie nu de verzameling van alle standaardsubbasisverzamelingen & in
(X", T7) die ook in 7' liggen. Dit stelsel 1s ook gekit, dus ook het
stelsel van al die verzamelingen F uit (X, ) waarvoor geldt, dat
Fe§, vant gekit zijn is formuleerbaar in A.

Noem dit laatste stelsel . Dit is een stelsel subbasis elementen van
(X, ). We zullen nu bewijzen, dat dit stelsel een lege doorsnede heeft.
tel daartoe NF # 0. Dan is er een punt p in NF,

r & u(p) dus er is een open verzameling Up om p, zodanig dat ¢ é:U;l
ZiJ Gp het complement van Up in X. Gp is de doorsnede van gesloten

basiselementen, dus er 1s een basiselement B _, dat p niet omvat.

Maar B 1is de vereniging van eindig veel subbasiselementen {Spi}?“1’
n =
dus B. = ~ S .. Er is dus een S ., die p niet omvat, maar ¢ wel.
i) 1=1 "p1 Pl

Deze S;i ligt zeker in &, dus Spi ligt inF, dus p ¢NnT, dit is in
tegenspraak met het gestelde, dus nF = 0.

Het feit, dat X niet compact 1s, impliceert dus, dat er een gekit
stelsel gesloten subbasiselementen bestaat, met lege doorsnede wat te

bewijzen was.

Merk op dat F' # 5?; want Y = @ en dit is formuleerbsar in de taal

A, dus ook moet geldenlqﬁj* = §. OF' bevat echter het punt ¢.

Bij het bewijs van stelling 5, evenals bi] het bewijs van 82 stelling
b is geen gebruik gemaskt van het keuze-axioma, of enige verzwakking
daarvan. Bij de opzet van de non~standard theorie is gebruik gemaakt

van het bestaan van ultrafilters zodat we nu kunnen formuleren de stel-

ling:
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Het bestaan van de vergroting ten opzichte van alle samenlopende rela-
ties in een volle structuur is equivalent met het verzwakte keuzeaxio-

ma 1n de vorm: Elke filter is bevat in een ultrafilter.
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Colloquium "Onderwerpen uit de Modeltheorie"

Spreker E. Wattel.

§ 4  Functies, Deelruimten en Producten

Wanneer wij functies definieren, zullen wi] er rekening mee moeten
houden, dat we bij iedere functie een definitiegebied en een beeld=
ruimte afzonderlijk zullen moeten beschouwen. Om moeilijkheden te
voorkomen, zullen wij er goed aan doen, door in de standaardruimten,

of consequent in de vergrotingen te rekenen, en niet bij voorbeeld

de vergroting van de beeldruimte bekijken, tezamen met het standaard
definitiegebied. Dasrom denken wij ons het definitiegebied en de beeld=

ruimte beiden ingebed in een grotere volle structuur.

7iJ M(v) een volle structuur, die is opgebouwd op een grondverzameling
Moe Zi) verder in MO gegeven twee, niet noodzakelijk disjuncte, deel-
verzemelingen X en Y, die aanleiding geven tot volle deelstructuren

X(t) en Y( van M( ye

T) T

Een relatie f van het type (0,0) heet een functie van X in Y indien
voldaan is aan de volgendevaigenschappen

D (YVVy) (2lx,y) > ((xeX)Alyex)))

2) AYVx)(Vy)(Vz) ({£lx,y)nr(x,z)) = (y‘-az))

3) (V=) ((xex) » (Fy)(£lx,y)))

Uit de formules 2e en 3e volgt, dat er voor elke x¢X &&n en precies
€én yeY bestaat, zodanig, dat f{x,y) geldt. Deze y duiden we aan

met £(x).

Zo duiden wij ook de verzameling van alle punten uit Y, die beeld
zijn van een x € V & X aan met £(V).

De verzameling van alle punten uit X, die worden afgebeeld op zekere
yel worden geschreven als f'j(y); en f'l(W) is de verzameling ven al

die punten van x, wasrvoor geldt: f(x) & W <Y,
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De verzameling X heet het definitiegebied van de functie f, en de

verzameling f(X) heet het waardegebied. Uit (1e) volgt, dat het

waardegebied een deelverzameling is van de beeldruimte,

Is het waardegebied gelijk aan de beeldruimte, wat geformuleerd
kan worden, in 3' analoog met 3) : (V y) ((y&¥) » (A x)(£(x,y)))
dan heet de functie op.

Indien ieder punt van het waardegebied slechts &&n punt in het
definitiegebied heeft, zodat het daarmee in de relatie f staat,
wat kan worden geformuleerd analoog met (2) : 27)

Y vy )V )V 2) ((£{x,y)Af(x,y)) = (x-'az)) dan heet de functie

1-1 duidig.

Opnieuw kunnen wij in X een topologie'j:; en in Y een topologie 7;
definieren. Nu kunnen wij continuiteit invoeren, door de definitie:

Het ocerbeeld van een open verzameling in Y moet open zijn in X,

b) (V) ((VeTy) > (3 ) ((MeT, AW 3£ (V)

Men kan ook eerst de continuiteit in een punt xeX invoeren, door te

definieren: f is continu in een punt peX als binnen elke omgeving

van f(p) het beeld van een omgeving om p zit.
In formule: (VU)((UeT)A(£(p)eV) > (FV)((VETIAL(VICUIA(pEV))).
Het is duidelijk dat een functie dan en slechts dan continu is, als

2ij continu is in elk punt van het definitiegebied.

Dit criterium voor continuiteit is goed te vertalen in de niet-stan-
&
daard theorie. We gaan nu de vergroting van M construeren. M =zal
. N N % % a %
dan twee niet-standaard topologische ruimten (X , 7? ) enly ,’Té )
bevatten.
We kunnen nu ook de functie f meenemen en vergroten tot een functie

¢,

Stelling 1 : Een functie f:X » Y is continu in een punt peéX dan en
slechts dan indien in M geldt: f{ul(p))Cul(f(p)).
Bewijs: a) Stel f is continu in p, dan geldt: (\/UQT;)
. 3% %
((£(p)ev) » (FVET) ((peNA(£(V)CU))) . Dus nu geldt in (Y, Ty ):
% * 3%
£ v, )ene (v ) Jen(u £(p)’
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waarbij wij asnnemen, dat de doorsneden genomen worden over alle
standaardomgevingen V_ van p, resp. Uf(p) van f(p).

Uit deze formule volgt: f(u(p))CZu(f(p))

b) Stel f u(P) YOu(£(p)). 2ij Uf( y een willekeurige standaardomgeving
van f£(p) in Y, Blnnen p(p) in X 1ligt een 1nwend1ge omgeving van p.
Derhalve geldt in M (QV )((peV YAV eT YVALE(V )CUf( )))o Deze zin
is geformuleerd:ullx en dus waar voor M zodat in M geldt: Binnen
elke vaste omgeving van f(p) ligt het beeld van een omgeving van p.

Conclusie: £ is continu in het punt p.

Gevolg: Een functie f: X + Y is dan en slechts dan continu, indien
voor elk punt p van X geldt: £(u(p))lu(£(p)).

Fen 1=1 duidige continue functie van X op Y heet een homeomorfisme

als ook de inverse relatie continu is.

X en Y heten homeomorf als er een homeomorfisme tussen X en Y bestaat.

BL L L

Stelllng 2: Een &&n&énduidige functie van X op Y is dan en slechts
dan een homeomorfisme indien geldt in M f(u(p)) = u(£(p))
voor alle péX.

Bewijs: volgt onmiddellijk uit stelling 1.

Definitie Een topologische ruimte (A, T;) heet een deelruimte van de

ruimte (X, 7T), indien ACX en
(VOY((veT)) = (I VI(VeTIA(Vna=0))).

In woorden: De open verzamelingen van A zijn precies die verzamelingen,
die kunnen worden geschreven als de doorsnede van een open verzameling
uit X met A.

Stelling 3 : Een topologische ruimte (A, 7}) is dan en slechts dan een
deelruimte van de topologische ruimte (X,7) als voor elk
punt p € A geldt:

uA(p) = uX(p)f\A*o

Bewijs: Volgt eenvoudig uit het lemma van § 1.
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Het is duidelijk uit deze stelling 3, dat een deelruimte van een
Hausdorffruimte, resp, reguliere ruimte, resp. T1 ruimte, weer
Hausdorffs, resp. regulier, respo Tq is. Verder ook, dat een
gesloten deelruimte van een compacte, resp. normale ruimte weer

compact resp. normaal is,

Definitie : Zij voor zekere indexverzameling A met elementen o een
stelsel verzamelingen Xy gegeven. Nu kunnen wij het

Carthesisch product definieren als de verzameling F

van alle functies ¢ van A naar UA X met de eigenschap
dat voor alle oghA geldt ¢la) E‘Xa"
In formule:

Fe= 1T X

= {4
oy ¥o I losa > UX (Veen)(6(8) Xp)}

Wanneer nu elke verzameling Xa van een topologle 1; is voorzien,
kunnen wij op matuurlijke wijze een topologie voor F definiereng
namelijk door als open subbasis 5 een stelsel van verzamelingen
Fla, U) te nemen, met de eigenschap, dat elke F(o, U) bestaat uit
juist die functies ¢, waarvoor geldt, dat ¢(a) 6Ué,j';,

In formule:

(V oea)(VUeT)(Flo, U) = {0 (0eFIN¢(a)eueT )} ),

'3

s = { Flo, U) | (aer)A(UeT)}

D

De topclogie die hierdoor gedefinieerd wordt heet de producttopologie

voor a%A Xa; en de ruimte agA(xa9 7:) heet het topologische= of

Tychonoffproduct van de ruimten (Xa’ 1;)0

Wanneer we nu trachten om een op deze wijze gedefinieerd product

uit te breiden tot een niet-standaardstructuur, kiezen wij daartoe

een structuur M(T)ﬁ die zowel A als agA Xa omvat in Moo Wij nemen

aan, dat M( ‘) vol is. Dan is ook elk stelsel van tweeplaatsige rela-

ties 1nwen<;3gg en dus ligt agA Xa) in M(O 0)* terwijl de product=
een element is van M

topologie (({0,0)))° .

De uitbreiding van M t.0.v. alle samenlopende relaties omvat dus de

uitbreiding van elke X od de uitbreiding van A, alsmede de ultbreldlng

van het topolog1sche producto In het bijzonder bevat M topologische

ruimten Xa ook voor de & uit A \A.
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. %
Een standaardpunt p uit het product F% is dus een functie ¢ , met
3%
de eigenschap dat ¢ precies de uitbreiding is van een functie ¢ uit

F. Nu geldt voor de monade van p:

Stelling 4  Voor elk standaardpunt pe agk* (X:,’Ta) bestaat u(p)
precies uit die functies Y; waarvoor geldt: Y(a)eu(p(a))

voor alle aéh,

Bewijs: Stel w(a)¢v(9(a)) voor zekere aél, Dan is er een standaard

open verzameling Uaé7;met nga en w(a)4U:o

Dit betekent, dat de subbasis verzameling Fla, Uu) de eigenschap heeft,
dat p eF(o, Ua) maar lb%F%(a9 Ua); dus d: doorsnede van alle standaard
open verzemelingen om p bevat ¢ niet in F .,

Ligt omgekeerd Y(a) in u(p(a)) voor alle aéA, dan ligt ¥(a) binnen

alle standaard subbasisverzamelingen om p dus ook in u(p).

Gevolg: Het product van Hausdorffruimten is een Hausdorffruimte.
Bewijs: Kies twee standaardpunten p en q. Als p # g dan bestaat er
een 0éA zodanig dat p(a) # ga), dus u(p(a)lru(qle)) = @, en derhalve
is ook u{p)nu(q) = @,

Stelling 5 Het product van compacte ruimten is compact (Tychonoff).
Bewijs: Kies een niet~standaard punt ¥ uit Fo

(V aga) (3 xex ) (w(aleu(x)eXy).

Daar de verzamelingen: P z {x|(xexa)Aw(a)éu(x)} niet leeg zijn, is
ook hun product niet leeg (precies het keuze-axioma).

Er is dus een punt p in aEA(Pa)° B

Dit punt is dan standaardpunt in F , en volgens stelling LU is ¢ dus
bijne standaard.

Conclusie: de ruimte is compact.

Stelling 6 : De afbeelding mt Fo> X die gedefinieerd wordt door
7,(9) = ¢(a) is continu.
Bewijs: Zij veu(p) voor zekere standaard p uit F*s dan geldt y(a)eu(p(a)),

dus:

m (u(p)lculn (p)) qoe.d.



Colloguium "Onderwerpen uit de Modeltheorie'

Spreker: J.W. Robbin

§1. Non Standard Analysis of a TVS

Definition. A topological vector space (henceforth called a TVS) is a

(real) vector space E with a T1 topology (i.e. points are closed) such
that the maps

ExE~>E: (x,vy) > x+vy (addition)

and

R<E~>E: (a,x) * ax (scalar multiplication)

are continuous.

Notation: E and F for TVS's.

R for the real numbers. For any object Q of the standard model, Q*

(or sometimes Q) denotes the corresponding element of the enlargement.
For AcR and X,YcE (or ACR and X,Y€E ) AX is the set of all ax with
a€h and x€X and X + Y is the set of all x + y with x€X and y€Y.

For xe&E standard, uE(x) is the monad of x in E . For aeR* 'uR(a) is

the monad of aj; i.e. the set of all b€R with |a - b| infinitesimal.

Remark: The usual definition of a TVS does not require that the topology
be T1.

Proposition 1. a€R; x,y& E all standard. Then

(1) uE(X) + uE(y‘) < uE(x +v)

(2) pR(a)uE(X)C_—uE(ax)
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Proof:(1) and (2) say that (x,y) - x + y and (a,x) > ax are continuous

while (3) and (4) say that vy - x + y and x » ax are homeomorphisms.

Corollary: - pE(O) = pE(O) = pE(O) + pE(O).

Proposition 2. T : E » F linear standard. Then the following are

equivalent:

(1) T is continuous

(2) Tx is continuous at x = 0
) <

(3) TUE(O) < pF(O).

Proof: (1) ==> (2) ==> (3) are trivial.

(3) ==> (1) because TuE(x) = T(x + pE(O)) = Tx + TpE(O) c Tx + uF(O) =

= uF(TX)-

Definition. T : E » F is a toplinear isomorphism iff T is linear, and

T is a homeomorphism. E and F are toplinearly isomorphic (in symbols,

E = F) 1ff there exists a toplinear isomorphism T : E - F.

Corollary: A linear bijection T : E -~ F is a toplinear isomorphism

if and only if TpE(O) = pF(O).

Theorem. Characterization of the finite dimensional TVS.

Let E be a TVS. Then the following are eguivalent:

(1) E 1s finite dimensional.
(2) E = R” for some n.

(3) E is locally compact.

Proof: (2) ==> (1) 1s trivial and (2) ==> (3) follows from the

Heine Borel theorem. (1) ==> (2) follows immediately from

Lemma 1. Let e

Then

AR enéjﬂbe linearly independent (and standard).

gaieié“E(O) SES> ALy e, aneuR(O).
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s eses @) >

Proof: (<==) the map'an -~ E (a1 n

aiei is continuous.

Hel>—

(==>) suppose x = X a;e, where some a, éuR(O). Define
i

A= 1/max {1, lagls «ons !anliﬁ-

Then
(1) 0 <A < 1.

(ii) Ay, «ee, Aa are all finite.

(iii) Aaj ¢pR(O) for some j.

Write ia. = b. + c¢. where b. standard and c.eu_(0). Then
1 1 1 1 1 R

where

By (<==) zeuE(O). By (1i1) and the linear independence of e crey €

12 n
y # 0. But y 1s standard. Since E is T1, y & pE(O).
It xepE(U), then since A is finite, Ax euE(O). Then

(0).

y = Ax - ZepE(O) - uE(O)g_pE{O), a contradiction. Hence x & bp

Corollary. Any finite dimensional subspace of E is closed.

Now for (3) ==> (1). Let E be locally compact. Then there is an open
neighbourhood U of 0 in E with K = U compact. (The bar denotes closure.)
By the continuity of + take an open neighbourhood W of O with

W+ WgUcgK and set V = WnN(-W). Then

(a) V + VgU; and
(b) V = ~V.

Now recall that a set has compact closure if and only if all its

polnts are near standard.
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Lemma. If F is a closed, proper subspace of E (i.e. F # E), then there
exists xeU with (x + V)nlF = Q.

Proof: Suppose not. Then (x + v)NAF is non empty for every xe&U.
Hence UgF - V. Hence V + VCF + V. Repeating m times we get

mVeF + V form =1, 2, ... . Hence

(=) VgF+;—l—V m=1, 2, eu. .

Claim: V¢F. To see this choose v &V standard. Take m infinite in (=).
Then v =y + ;l— W where yel and weV. But weV cK. Hence w is near
standard. Hence ;nl we_pE(O). Hence y = v - % WEV - uE(O) = pE(v).
Thus Fn uE(v) is non-en%ptv and since F is closed it follows that veF.
This proves the claim that VgF. But from the fact that F contains an
open set follows the fact that F = E. This contradicts the hypothesis

that F is proper and proves the lemma.

We now prove that E is finite dimensional. If not, by the last
corollary, every finite dimensional subspace FcE is closed and proper.

By the lemma we have

VF AxeU : (x + V)ATF = p.

The sentence is to be interpreted in the standard model with F ranging
over finite dimensional subspaces. Passing to the enlargement we see

that there is an x éU* with

(x + V)AF =0

for every standard finite dimensional subspace F. In particular, taking
F to be the one dimensional subspace spanned by a standard point y
we see that x is not near standard. But xéU*C__K*, contradicting the

assumption that X is compact. This completes the proof that (3) ==> (1).
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§2. Non-Standard Analysis of a Normed Space

Definition. A norm on a vector space E 1s a map
E~+R:x~ ||x]]

such that

(1) [|x]| > 0 for all xeE;

(2) [l=][|

(3) ||ax|| = |al| ||x]| for ae&R, x €E;

0 if and only if x = 0;

() Px+yl| < [lx||+ [lyll for x,yeE.

E is then a metric space (and a TVS) with a metric d defined by

alx,v) = [ x = yl].

Laal . i

Note thet for x €F, w (x) 1s the set of all y €E with [|x - v]]

infinitessimal. Hence ye&fw is near standard iff there exists standard
. 3 tan “ “ 3 -

x €E vith ||x - y|| infinitesimal. We sav y €E is finite iff ||y]|]

15 finite.

Proposition 1. (1) Every near standard point is finite.

(2) The converse holds if and only if E is finite dimensional.

Proof: (1) is immediate from ||y|| < ||x|| + ||y - x|].
The converse 1s equivalent to the assertion that the closed balls of
finite radius centered at 0 are compact. This in turn is equivalent

to the assertion that E 1s locally compact which by §1 is equivalent

to the assertion that E is finite dimensional.

Definition. An operator on E is a linear map T : E » E. T is bounded

iff there is a real number K such that

Tzl | < K| |x]|]| for all xeE.
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The smallest such K is called the norm of T and denoted by |[|T]
The space of operators on E may be given the structure of a vector

space by defining aT (aelR) and T1 + T2 by
(aT)x = a(Tx)

= &E.
(T1 + T2)x T1x + T2x for x

This space also admits a natural multiplication: i.e. for operators

T1 and T T1 o T, is defined by

2’ 2

(T1 o T, )x = T1(T2x).

2

The set of bounded operators on E is denoted by L(E,E).

Proposition 2. L(E,E) is a normed algebra; i.e.

(1) L(E,E) is closed under addition, scalar multiplication, and

composition;
(2) || || is 2 norm on the vector space L(E,E).
(3)HT1oTﬂ|§_Hﬁl[|ng for T, ,T,&L(E,E).

The proof is trivial and standard and is left to the reader.

Proposition 3. Characterization of bounded linear operators.

Let T : E ~ E be a (standard) operator. Then the following are equivalent:

(1) T is bounded (i.e. TeL(E,E)).

(2) T is continuous.

(3) TuE(O)g_pE(O)-

(4) T maps near standard points to near standard points.

(5) T maps finite points to finite points.

Proof: (1) ==> (2) is immediate from

HTx = Ty[| = [|T(x=y) || < [T]] |]x - y|

(2)
(3) ==> (L4) because for x standard: TuE(x) = T(x + “E(O)) = Tx + TME(O}Q:
cTx + uE(O) = uplTx).

i

=> (3) because (3) asserts that T is continuous at x

1]
(@]

[t}
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We prove (L) ==> (1) and (5) ==> (1) simultaneously. If (1) fails,

T is not bounded. Then for every integer n there exists x e E with

llxnll = 1 and n° < IlTxn] . Take n infinite and set y = = x_. Then
Ilyl| = 1/n so that ye&uE(O) and is thus near standard and finite. But
2 ||rx |
_n° n'l_
n=—<— [Tyl

Thus Ty is not finite and certainly not near standard. Hence both (4)
and (5) fail.

Finally (1) ==> (5) because ||Tx|| < [|T]] |]|x]

Definition. An operator T : E + E is compact iff T maps bounded sets

to sets with compact closure.

One sees that T is compact iff TB has compact closure where B is the

unit ball about O.

Proposition 4. Characterization of compact operators.

Iet T : E - E be a standard linear operator. Then
(1) T is compact <==> T maps finite points to near standard points.

(2) Hence a compact operator 1s bounded.
Proof: TB has compact closure <==> gll its points are near standard.

Remark: A compact operator is sometimes called completely continuous.




82

§3. A Lemma

Throughout this § E denotes a normed vector space. Everything sald

holds equally well for an arbitrary metric space. We write x = y iff

||x - y|| is infinitesimal.

Proposition 1. Let <sn>n be an internal sequence of real numbers and

suppose S & uR(O) for all finite n. Then there exists an infinite

integer w such that s & pR(O) for all n < w.

. . ‘ v 1
Proof: Let S be the (internal) set of all n such that |sn| <3 Then
S contains all finite n. If S is not everything, take w + 1 to be the

smallest member of its complement.

Proposition 2. Let X 20 be a standard infinite sequence in E. Then

either

(1) X has a (standard) limit point; or

(2) X is not near standard for all infinite n.

Proof: Assume (2) fails. Then for some infinite w and some standard y

we have X, =V Choose a standard € > O and a finite integer n. The

sentence

Inom e -yl <e
holds in the enlargement (take m = w) and therefore holds in the
standard model, Thus y is a limit point of X >
Lemma. Let x 2 be an infinite internal sequence in E either Q-finite
or not. Suppose € > 0 is standard and

] >

x. - x
1 J

for all finite integers i and j with i # j. Then for some integer k,

X is not near standard.
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Proof: Suppose not. Then x, is near standard for all k. Define a standard
. _ o - N
sequence Vi by setting Vi = (xk) for k finite. Then Xj yj for all

finite integers j. Thus

(~) Hyi"'yj”is/e

for all finite i and j with i # j. The sequence of real numbers

8; = }Ixj - yj[[ is infinitesimal for all finite j and therefore

also for sufficiently smell infinite J by proposition 1. By assumption,
X. 1s always near standard; hence yj is near standard for sufficiently
small infinite j. But by (=), y has no limit point. Hence by

proposition 2, y‘j 1s not near standard for all infinite j: a contradiction.
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§i. The Spectral Theorem for compact Self Adjoint Operators

In this section H denotes a seperable complex Hilbert space. C denotes

the field of complex numbers. (x,y) denotes the inner product on H, so
that

(1)(
(2) (x, ) 0 only if x = 0.
(3) (x

is real and > 0.

9Y1+y2) = (xsy1) + (Xsy2)°
(x1+x2,y) = (x1 »Y) + (x2,y)-
(L) (x,5) = (y,x).

(5) (ax,y) = al(x,y), (x,ay) = a(x,y) for a eC.

Here a denotes the complex conjugate of a eC. Define a norm on H by

HXH = V(x,x).

A sequence <e > (finite or infinite) is called orthonormal iff

||eny| = 1 for all n and (ei,ej) =0 for all i # j. Iff in addition

(x,en)en

B

for all xeH, we say that <e > is an orthonormal basis. In that case
the expression for x in terms of the e is unique. For if x = Z x e

, nn
then

]
P
~
"
(0]

»
(0]
S

(xaen)

]
[
>
—
(U]
-
®
—

]
"

We assume the reader is familiar with the following:
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I. [xv) | < =l Tyl (Schwarz inequality)
II. ||x + y]| < =]+ [yl ] (Minkowski inequality)
III. Every orthonormal sequence extends to an orthonormal basis

(with reindexing).

For proofs see Halmos, An Introduction to Hilbert Space, chapter 1.

Let T : H > H be a linear operator. A vector veH is an eigenvector
of T iff v # 0 and for some X &C

Tv = Av.

We then say A is an eigenvalue of T.

T is self-adjoint iff

(Tx,v) = (x,Ty)

for all x,y €H.

We now state

The Spectral Theorem for Compact Self-Adjoint Operators. Let T be a

compact, self adjoint operator on H. Then H has an orthonormal basis
<v > where each v_ is an eigenvector of T.
Remark: With respect to such a basis, T has "diagonal form"; i.e. if
Y
X =% v
is a point of H (where x = (x,vn)), then

Tx = Z Xn xn vn.

Proof of the Spectral Theorem: In case H is finite dimensional, the

theorem is practically trivial. Let v, be any eigenvector of T, say

’Iv1 = )\'l v,‘.
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Dividing v, by ||v1|! we may assume I!VTil = 1. Let H' be the subspace
of all vectors perpendicular to V. i.e. xeH' iff (v1,x) = 0. For
xeH'

(v, ,Tx) = (Tv.,x) = (A, v,,x) = X, (v,x) =0

so that TxeH'. Thus H' is invariant under T and the theorem follows

by induction on the dimension of H.

We will prove the infinite dimensional case from the finite dimensional

case via non-standard analysis.

Let e’ be an orthonormal basis for H. Select an infinite integer w

and let H be the subspace of H spanned by €5 €5, cens e,

Let P : H » H be the perpendicular projection; i.e.
N = + +
P(ILl xnen) x.e cee t X

Let T : § + H denote the restriction of PoTo P to H.

Proposition 1. Px = x for x near standard.

Proof: Recall that x = y means that ||x - y|| is infinitesimal. Suppose

x 1s standard. Since lim ? x.e. = x we have that || ? x.e. - x|| is
infinitessimal for n infinite; and in particular for n = w. If x = ¥y

where v is standard, then Px = Py = y * Xx.

Proposition 2. If x is finite, PTPx is near standard.

Proof: Let x be finite. Since ||Px|| < ||x||, Px is finite. Since T
is compact, TPx is near standard; say TPx = y where y is standard.

Then PTPx = Py. But Py = y. Hence PTPx

1¢

Y.

Proposition 3. Let veH and suppose Tv = Av and ||v|| = 1. Then if A

is not infinitesimal, v and A are near standard.
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Proof: Tv = PTPv is near standard by proposition 2. Hence, since 1/X

. e e e . Tv
1s not infinite so 1is I = v.

Since |A| < ||T]]|, A is not infinite.

Now H is Q-finite-dimensional. Hence by transfer of the finite dimensional

theorem we select an orthonormal basis

ceny V

v
1? W

for ﬁ and complex numbers 11, ooy Xw with

We may also assume

- _ A
I’)‘—]!f_l'}\2]__"‘_>_|’\w
By proposition 3, Aj and VJ are near standard.

Proposition 4. Let € > O be standard and ile >efor g =1, «.., ke

Then k is finite.

Proof: Since the vj are orthonormal,

vy = vl = V2

J

for i # j. By proposition 3, Vs +ees Vv, are near standard. Hence by

the lemma of 83, k 1s finite.

Proposition 5. Let x be near standard. Then Tx = TPx.

Proof: Without loss of generalitv assume x 1s standard. x = Px by
proposition 1. Hence Tx = TPx. Hence PTx = PTPx. Again by proposition 1,

Tx > PTx. Since PPx = Px we have

Tx = PTx = PTPx = PTPPx = TPxX.
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Now let W be the set of all integers j such that Xj is not infinitesimal.
By proposition 4, W contains no infinite j. Hence there are two cases:

case 1. W = {1, ceey k} k finite, and case 2. W = all finite integers.
Case 1. W = {1, <o+, k| when k is finite. By proposition 3, Vj and Xj
are near standard for je&W. Define

v, =
J

)

Aj kj) for J = 1, «o., ko

Then v, = V5 for =1, ..., k so that (Vi’vj) = (%i’;j) = 0 for
1 # j. Since (vi,vj) is standard, (Vi’vj) = 0.

Similarly \|vi|[ =1 fori=1, ..., k.

Extend v1, ey Wy to an orthonormal basis v ceesy V

1° k> Vk+1° °°°

of H and let xj = 0 for J = k+1, k+2, ... .

Choose xgH. Then Px&€FH and

where x. = (x,v.). But
J dJ

Hence
| |TPx - (i1i1§1 + o, + ikwk;k)li
= gy ey * e * R T
<, xl]
Since Xk+1 is infinitesimal, +this says that

TPx = X1A1V1 + eee + xkkkvk.
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By proposition 5,Tx = TPx. Hence

Tx = TPx

R

XMV M

= (x,v,l))\,lv1 + ... + (x,vk)Akvk

= (x,v1)A1v +oee. + (x,vk)k v

1 k'k’

Hence since both sides are standard
= \ ) + ... + ( N
Tx = Ay (x,v vy EACIU R

Case 2. W is the set of all (finite) natural numbers. Then each A.

for j finite is near standard and so by proposition 3 we mav define

(for finite j)

As before the set <v,> is orthonormal. By proposition k4, Iknf -0

as n » », Choose x H standard. For n finite,

| [Tx - (A1(x,v1)v1 +oae. t An(X,Vn)Vn)li

= TP = O Gev vy eee A 00v V)|

1 n’n

= 1[}\rﬂ."(x,vn‘i.,| )vn_H + .0 t Aw(x,vw)VwH
S Al xll >0
as n » «; i,e.
Tx = ' A (x,v )v_.
; n n’'n

n=0

<Vn> may be extended to an orthonormal base (the new basis vectors

are eigenvectors of the eigenvalue 0).

This completes the proof of the spectral theorem.



